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Предисловие 

Биллиарды представляют собой математические модели, позволяющие 

описать многие физические явления, при которых одна или несколько ча­

стиц движутся в контейнере и сталкиваются с его стенками и/или друг 

с другом. Динамические свойства таких моделей определяются формой 

стенок контейнера и могут варьироваться от абсолютно правильных (ин­

тегрируемых) до совершенно хаотических. Наибольший интерес у ученых 

вызывают (далеко не простые) хаотические биллиарды. В их число входят 

классические модели твердых шаров, которые в девятнадцатом веке изучал 

Л. Больцман, газ Лоренца, введенный в 1905 году для описания электри­
чества, а также современные рассеивающие биллиардные столы, которые 

придумал Яков Синай. 

Математическая теория хаотических биллиардов возникла в 1970 го­
ду, когда Яков Синай опубликовал свой продуктивный труд [Sin70], так что 
на сегодняшний день ей всего 35 лет. Однако за эти годы она росла и разви­
валась с удивительной скоростью, превратившись в прочную и процветаю­

щую область современной теории динамических систем и статистической 

механики. 

Неудивительно, что многие молодые математики и ученые обращают­

ся к хаотическим биллиардам в надежде изучить некоторые из этих, а так­

же аналогичных физических моделей. Однако такие исследования неред­

ко оказываются крайне сложными для многих новичков и неспециалистов 

не только из-за внутренней сложности, свойственной данному предмету, но 

и в большой степени из-за отсутствия доступных для понимания вводных 

учебников. 

Да, существует масса замечательных книг, в которых описаны матема­

тические биллиарды общего вида [Та95, КТ91, KS86, GZ90, CFS82], но они 
практически не касаются хаотических моделей. Кроме того, есть ряд работ 

обзорного типа, посвященных именно хаотическим биллиардам (см. [DSOO, 
НВОО, СМОЗ]), но это книги, скорее, популярного толка; в них лишь при­

водятся выборочные аргументы, и редко когда дело доходит до реальных 

механизмов действия. Таким образом, у читателей, стремящихся «дойти 

до сутю> и стать профессионалами (здесь мы говорим о выпускниках ВУЗов 
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и аспирантах), не остается особого выбора: они могут либо учиться у своих 

научных руководителей или других специалистов путем личного общения, 

либо читать публикации в оригинале (причем большинство из них пред­

ставляют собой очень длинные статьи с массой технических подробностей, 

переведенные с русского языка). Тут студенты быстро обнаруживают, что 

некоторые важные факты и методы можно найти только в середине длин­

ных и толстых статей. Хуже того, некоторые из этих фактов даже и не пуб­

ликовались: они считаются как бы само собой разумеющимися. 

В этой книге сделана попытка систематизировать азы математической 

теории хаотических биллиардов. Мы опишем все базовые факты, предста­

вим полные доказательства, интуитивные объяснения и массу иллюстра­

ций. Нашу книгу могут использовать студенты, а также люди, занимающи­

еся самообразованием. Она начинается с самых элементарных примеров 

и формальных определений, после чего читатель шаг за шагом углубля­

ется в дебри созданной Синаем теории гиперболичности и эргодичности 

хаотических биллиардов, равно как и более поздних достижений, связан­

ных с их статистическими свойствами (распадом корреляций и теоремами 

о пределе). 

Мы должны предупредить своего читателя, что наша книга предназна­

чена для активного обучения. В ней содержится масса задач самого разного 

типа: одни служат небольшими этапами в доказательствах важных теорем, 

другие представляют интересные примеры и контрпримеры, а третьи да­

ны для того, чтобы читатель мог потренироваться в их решении (причем 

некоторые из задач совсем не просты). Нам бы очень хотелось, чтобы чита­
тель решал задачи по мере чтения книги, поскольку только так он сможет 

наилучшим образом понять основные концепции и в конечном итоге отра­

ботать все методы, необходимые для освоения теории биллиардов. 

Наша книга ограничивается двумерными хаотическими биллиардами; 

прежде всего, рассеивающими столами Синая и круговыми столами Буни­

мовича (впрочем, в последней главе мы скажем несколько слов о некото­

рых других хаотических биллиардах на плоскости). Подобное ограничение 
обусловлено целым рядом веских причин. Во-первых, биллиарды Синая 

и Бунимовича являются старейшими и наиболее хорошо изученными (на­

пример, статистические свойства определены только для таких биллиардов 

и ни для каких других). В настоящее время о других хаотических биллиар­

дах нам известно намного меньше; работа над некоторыми из них ( особен­
но в связи с газами, состоящими из твердых шаров) еще не закончена и, воз­

можно, станет темой будущих учебников. Во-вторых, два класса, представ­

ленные в данной книге, составляют самую суть всей теории хаотических 

биллиардов. Весь используемый здесь аппарат базируется на оригинальных 
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работах Синая и Бунимовича, однако их фундаментальные труды для совре­

менных студентов и аспирантов, увы, практически недоступны, поскольку 

полученные ими результаты не корректировались и даже не переиздавались 

с середины 1970-х годов (после книги Галлавотти [Ga74]). Такая попытка 
сделана в нашей книге. Мы не стали рассматривать многоугольные билли­

арды, хотя некоторые из них являются умеренно хаотическими ( эргодиче­
скими). Обзор многоугольных биллиардов имеется в [Gut86, Gut96]. 

Мы полагаем, что читатель владеет математикой в объеме стандартных 
вузовских курсов: линейной алгеброй, теорией мер, топологией, римановой 

геометрией, комплексным анализом, теорией вероятностей. Мы также наде­

емся, что читатель знаком с эргодической теорией. Хотя последняя обычно 

не изучается в ВУЗах, она совершенно необходима для чтения этой книги. 

Однако здесь мы не намерены эту теорию излагать, поскольку она описа­

на во многих замечательных учебниках [Wa82, Man83, КН95, Pet83, CFS82, 
DSOO, BrS02, Dev89, Sin76] (см. также нашу предыдушую книгу [СМОЗ]). 
Для удобства читателя в приложениях приведены базовые определения 

и факты из эргодической теории, теории вероятностей и теории мер. 

Благодарности. Авторы выражают благодарность многим своим кол­

легам, прочитавшим рукопись и внесшим массу полезных поправок, в част­

ности: П. Балинту, Д. Долгопяту, К. Ливерани, Г. Дель-Маньо и Г.-К. Жанг. 

Нам очень хотелось бы отметить тот теплый прием, который мы полу­

чили в IMPA (Институт теоретической и прикладной матемаmки, Рио-де­
Жанейро ), где бьш подготовлен окончательный вариант этой книги. За цен­
ные комментарии мы также благодарим рецензентов, имен которых здесь 

не упоминаем. И, наконец, нельзя не отметить, что эта .ц:нига была написана 

с подачи Сергея Гельфанда и благодаря его постоянной поддержке. Первый 

автор получил частичную поддержку благодаря гранту NSF (Государствен­
ного фонда поддержки науки, США) DMS-0354775. Второй автор отчасти 
бьш поддержан проектом PDT-Conicyt (Уругвай). 



Символы и обозначения 

'[) биллиардный стол Раздел 2.1 
Г граница биллиардного стола 2.1 
Г + объединение рассеивающих компонент границы Г 2.1 
Г _ объединение фокусирующих компонент границы Г 2.1 
Го объединение нейтральных компонент границы Г 2.1 
Г регулярная часть границы биллиардного стола 2.1 
Г * угловые точки на биллиардном столе 2.1 
f степень гладкости границы Г = &ТJ 2.1 
п нормальный вектор к границе биллиардного стола 2.3 
Т касательный вектор к границе биллиардного стола 2.6 
JC кривизна границы биллиардного стола (имеющая знак) 2.1 
Фt биллиардный поток 2.5 
П фазовое пространство биллиардного потока 2.5 

П часть фазового пространства, где динамика определена 

в любой момент времени 2.5 
1Гq, 1Гv проекции П в подпространства положения и скорости 2.5 
w угловая координата в фазовом пространстве П 2.6 
ТJ, ~ координаты Якоби в фазовом пространстве П 3.6 
µn инвариантная мера для потока Фt 2.6 

:F отображение столкновений или биллиардное отобра-

м 

м 

м 

жение 

пространство столкновений (фазовое пространство бил­

лиардного отображения) 

часть М, где определены все итерации :F 
часть М, где все итерации :F гладкие 
координаты в пространстве столкновений М 

инвариантная мера для отображения столкновений :F 
граница пространства столкновений М 

множество сингулярностей для отображения :F± 1 

множество сингулярностей для отображения :F±n 

2.9 

2.9 
2.9 
2.11 
2.10 
2.12 
2.10 
2.10 
2.11 



18 

7 

т 

h 
I 
m 

IWI 
IW/p 
.Jw?'(x) 

rw(x) 

Pw(x) 

Pw(x) 

L 

Символы и ОБОЗНАЧЕНИЯ 

то же, что и Un>-1 S±n 
связная компон;нта М\Sп, содержащая х 
( = dcp / dr) угол наклона гладких кривых в М 
время возврата (время между столкновениями) 

среднее время возврата (средняя длина свободного 

пробега) 

показатель Ляпунова в точке х 

устойчивое и неустойчивое касательные подпро­

странства в точке х 

4.11 
4.11 
3.10 
2.9 

2.12 

3.1 

3.13 

устойчивый и неустойчивый конусы в точке х 3 .13 

(минимальный) коэффициент расширения неустойчи-
вых векторов 4.4 
кривизна волновых фронтов 3.7 
параметр столкновения 3.6 
полосы однородности 5.3 
линии, разделяющие полосы однородности 5.3 

минимальный ненулевой показатель полос однород-

ности 

новое пространство столкновений (объединение по­

лос однородности) 

голономное отображение 

отображение инволюции 

мера Лебега для линий и кривых 

длина кривой W 
длина кривой W в р-метрике 
якобиан сужения уп на кривую W в точке х Е W 

расстояние от х Е W до ближайшей конечной точки 
кривой W 
расстояние от Р'(х) до ближайшей конечной точки 
компоненты :Fn(W), содержащей ?'(х) 

расстояние от х Е W до ближайшей конечной точ­
ки W в р-метрике 
плотность u-SRВ меры на неустойчивом многообра­

зии W 
«того же порядка величины» 

функция потолка для взвешенных потоков 

5.3 

5.4 
5.7 
2.14 
5.9 
4.5 
4.5 
5.2 

4.12 

5.9 

4.13 

5.2 
4.3 
2.9 
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Простые примеры 

Начнем с нескольких простых примеров математических биллиардов, 

с помощью которых опишем базовые особенности динамики биллиардов. 

Эта глава адресована абсолютному новичку. Читатель, хоть сколько-нибудь 

знакомый с биллиардами, может смело пропустить ее, так как все формаль­

ные определения будут даны во второй главе. 

1.1. Биллиард в круге 

Обозначим через V единичный диск х2 + у2 ~ 1. Предположим, что 
внутри V с постоянной скоростью движется точечная (безразмерная) ча­

стица, которая отскакивает от границы данной области д'D в соответствии 

с классическим правилом: угол падения равен углу отражения; см. ниже. 

Обозначим через qt = (xt, Yt) координаты движущейся частицы в мо­
мент времени t, а через Vt = ( Ut, Wt) - ее вектор скорости. Тогда положение 
и скорость этой частицы в момент времени t + s можно вычислить по фор­
мулам 

Xt+s = Xt + UtS, 

Yt+s = Yt + WtS, 

Ut+s = Ut, 

Wt+s = Wt, 

пока частица остается внутри области V (не контактируя с дV). 

(1.1) 

При столкновении частицы с границей дV = { х2 + у2 = 1} ее век­
тор скорости v отражается от касательной к д'D в точке столкновения; 
см. рис. 1.1. 

УПРАЖНЕНИЕ 1.1. Показать, что новый вектор скорости (после столк­
новения) связан со старым вектором скорости (до столкновения) правилом 

vнов. = Vстар. _ 2(vстар-, n)n, (1.2) 

где п = (х, у) - единичный вектор нормали к окружности х2 + у2 = 1, 
а (v, п) =их+ wy - скалярное произведение. 
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Рис. 1.1. Движение биллиарда в круге 

После отражения частица возобновляет свое свободное движение (1.1) 
в пределах диска 1J, и это движение продолжается до следующего столкно­
вения с границей д1J. Затем она снова отскакивает и так далее. Такое дви­

жение может происходить неопределенно долго как в прошлом, так и в бу­

дущем. 

Например, если частица движется по диаметру диска, то ее вектор 

скорости будет поворачиваться в противоположную сторону при каждом 

столкновении с границей диска, так что частица будет носиться вперед­

назад по одному и тому же диаметру вечно. Другие примеры периодиче­

ского движения представлены на рис. 1.2, где частица пересекает стороны 
нескольких правильных многоугольников. 

При изучении динамических систем основная цель заключается в опи­

сании эволюции системы на протяжении длительных периодов времени 

и ее асимптотического поведения в пределе t -+ оо. Именно такое опи­

сание и будет предметом нашего пристального внимания. 

Рис. 1.2. Периодическое движение в круге 
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Параметризуем единичную окружность х2 + у2 = 1 с помощью по­
лярного (в направлении против часовой стрелки) угла В Е (О, 2п] (посколь­
ку В - это циклическая координата, ее значения О и 2п тождественны). 
Кроме того, обозначим через ф Е [О, п] угол отражения, как показано 
на рис. 1.1. 

ЗАМЕЧАНИЕ 1.2. Следует отметить, что на самом деле В - это длина ду­

ги окружности д1J. При изучении биллиардных столов 1J более общего типа всегда 
будем параметризовать границу д1J длиной ее дуги. Вместо 'i/J для описания отраже­
ния также можно использовать угол ер= 1Г/2 - 'i/J Е [-п/2, 1Г/2], который образует 
вектор скорости после столкновения с направленной внутрь нормалью к д1J. Вооб­

ще, все основные формулы в нашей книге выражаются скорее через ер, чем через ф, 

однако в данном случае мы продолжим использовать 'i/J. 

Пусть при любом п Е Z величина Вп обозначает п-ую точку столкно­
вения, а величина Фп - соответствующий угол отражения. 

УПРАЖНЕНИЕ 1.3. Показать, что 

для всех п Е Z. 

Вп+l = Вп + 2фn 
Фп+l = Фп 

(mod 2п), 

Сделаем теперь два важных замечания. 

• Все расстояния между точками отражения равны. 

• Угол отражения остается неизменным. 

(1.3) 

Следствие 1.4. Предположим, что (Во, Фа) - это параметры началь­
ного столкновения. Тогда 

Вп =Во+ 2nфо 

Фп =Фа· 

(mod 2п), 

Любое столкновение характеризуется двумя числами: точкой В и уг­

лом ф. Вся совокупность столкновений образует пространство столкнове­
ний с координатами В и ф. Это пространство представляет собой цилиндр, 
поскольку В - циклическая координата; см. рис. 1.3. Обозначим простран­
ство столкновений через М. Движение частицы от столкновения к столк­

новению соответствует отображению :F: М ____, М, которое мы называем 
отображением столкновения. Для биллиарда в круге оно задается уравне­

ниями (1.3). 
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Заметим, что отображение :F оставляет каждый горизонтальный уро­
вень С'Ф = { 'l/J = const} цилиндра М инвариантным. Более того, ограни­
чение :F на с'Ф представляет собой поворот окружности с'Ф на угол 2'1j;. 
От круга к кругу угол поворота постоянно меняется, увеличиваясь от О 

внизу { 'l/J = О} до 27r вверху { 'l/J = 7r} (таким образом, :F фактически удер­
живает нижний и верхний круги в неподвижном положении). Цилиндр М 

«закручивается вверх» («развинчивается») отображением :F; см. рис. 1.3. 

1 
7Г 

() 

Рис. 1.3. Действие отображения столкновения F на пространство столкновений М 

Жесткий поворот круга - базовый пример из эргодической теории; 

см. приложение С. Он сохраняет меру Лебега на круге. Повороты на раци­

ональные углы являются периодическими, а повороты на иррациональные 

углы - эргодическими. 

УПРАЖНЕНИЕ 1.5. Показать, что если угол 'Ф < 7r - рациональный, 

кратный 7r, то есть ф / 7r = т / п (несократимая дробь), то вращение круга с'Ф 
является периодическим и имеет минимальный период n, то есть каждая 
точка на этом круге является периодической и имеет период n, а имен­
но: ?(В, 1/J) =(В, 1/J) при любых О~()~ 27r. 

Если отношение 'lj; / 7r иррационально, то вращение С'Ф является эргоди­
ческим относительно меры Лебега. Более того, оно является однозначно эр­

годическим, что означает единственность инвариантной меры. Вследствие 

этого для любой точки ('lf;,B) Е С'Ф ее образы {В+ 2n'lj;,n Е Z} являются 
плотными и равномерно распределенными1 на С,µ. Последний факт часто 
называют теоремой Вейля [Pet83, с. 49-50]. 

1 Последовательность точек xn Е С на круге С называется равномерно распределенной, 
если для любого интервала I С С справедливо следующее: limN -= #{ n : О < n < N, 
an Е I}/N = длина(I)/длина(С). 
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УПРАЖНЕНИЕ 1.6. Показать, что каждый участок траектории движе­

ния частицы между последовательными столкновениями касателен мень­

шей окружности S,p = { х2 + у2 = cos2 'Ф}, концентрической диску 'D. 
Показать, что если отношение 'Ф / п иррационально, то траектория плотно 
заполняет кольцо между д'D и меньшей окружностью S,p (см. рис. 1.4). 

Примечание. Из рис. 1.4 явствует, что траектория движения частицы 
выглядит плотнее вблизи внутренней границы кольца (она «сфокусирова­

на>> на внутренней окружности). Если бы траекторией движения частицы 

бьm луч лазера, а в роли границы единичного диска выступало идеальное 

зеркало, то на внутреннем круге бьшо бы «жарковато». Именно поэтому 

внутренняя окружность получила название каустики (с греческого языка 

это слово переводится как «горение»). 

Рис. 1.4. Непериодическая траектория 

УПРАЖНЕНИЕ 1. 7. Может ли траектория движения частицы быть 

плотной по всему диску 'D? Ответ: нет. 

УПРАЖНЕНИЕ 1.8. Сохраняет ли отображение :F : М _, М абсо­
лютно непрерывную инвариантную меру dµ = f(B, 'Ф) d() d-ф на М? Ответ: 
любая мера, плотность которой f(B, 'Ф) = J('Ф) не зависит от В, являет­
ся F-инвариантной. 

Теперь можно зафиксировать скорость движения частицы с помощью 
следующих фактов. 

УПРАЖНЕНИЕ 1.9. Показать, что [[vt[[ = const, в силу чего скорость 
частиць1 остается неизменной на протяжении всего движения. 

УПРАЖНЕНИЕ 1.1 О. Показать, что при изменении скорости частицы 

(например, полагая [[v1юв. [[ = с[[vстар. [[ при некотором значении с > О) тра­
ектория ее движения останется неизменной с точностью до простого изме­

нения масштаба времени: qf08
· = q~~ap. и vf08

· = cv~~ap. при любых t Е JR. 
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Таким образом, скорость движения частицы остается постоянной, а ее 

величина не играет никакой роли. Обычно скорость принимают равной еди­

нице: Jlvll = 1. Тогда вектор скорости в момент времени t можно описать 
угловой координатой Wt, так что Vt = ( cos Wt, sin Wt), а Wt Е [О, 2п], причем 
крайние точки О и 2п тождественны. 

Далее, отображение столкновений :F : М ----+ М представляет только 

столкновения. Чтобы описать движение частицы внутри V, рассмотрим все 
возможные состояния (q, v), где q Е V - это положение, а v Е 5 1 - вектор 
скорости частицы. Тогда пространство всех состояний (называемое фазо­

вым пространством) является трехмерным многообразием n := V х 51, 
которое, естественно, представляет собой заполненный тор (бублик). 

Движение биллиардной частицы индуцирует непрерывную группу 

преобразований тора Q на самого себя. Точнее говоря, для любых ( q, v) Е Q 
и любого t Е IR биллиардная частица, которая начинает свое движение 
из точки (q, v), в момент времени t окажется в некоторой точке (qt, Vt) Е n. 
Таким образом, получим отображение (q, v) г-+ (qt, Vt) на n, которое обо­
значается через Фt. Семейство отображений { Фt} является группой, то есть 
Фt о Фs = фt+s для любых t, s Е IR. Это семейство называется биллиардным 
потоком на фазовом пространстве. 

Рассмотрим модификацию биллиарда в круге. Обозначим через V+ 
верхний полудиск х2 + у2 ~ 1, у ~ О, и предположим, что точечная ча­
стица движется внутри области V+ и отскакивает от границы дV+. (Здесь, 
впрочем, возникает один деликатный вопрос: что произойдет, если частица 

ударится о границу дV+ в точке (1, О) или (-1, О), ведь в этих точках не су­
ществует касательной к дV +? К этому вопросу мы вернемся в следующем 
разделе.) 

Данную модель можно свести к биллиарду в полном единичном 

диске V с помощью нехитрого действия. Обозначим через V _ замыка­
ние V\V+, то есть зеркальное отражение V+ от оси х: L = {у = О}. 
Когда частица ударяется о линию L, ее траектория отражается от L, но мы 
изображаем ее продолжение (зеркальное отражение) ниже L. Эта траекто­
рия будет эволюционировать в V _ симметрично действительной траекто­
рии в V + до тех пор, пока последняя не коснется L вновь. Тогда две эти 
траектории сольются и будут совпадать в V + до следующего столкновения 
с L, после которого они вновь разойдутся (одна уйдет в V_, а другая -
в V+), и т.д. 

Важно, что вторая (мнимая) траектория в действительности никогда 

не отражается от линии L; она каждый раз пересекает эту линию. Таким 
образом, она эволюционирует как траектория биллиарда в полном диске V, 
что было описано выше. Свойства биллиардных траекторий в V+ несложно 
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Рис. 1.5. Биллиард в верхнем полукруге 

вывести из рассмотренных выше свойств биллиардов, заключенных в пол­

ные диски V. Редукция такого типа достаточно широко распространена 
при изучении биллиардов. 

УПРАЖНЕНИЕ 1.11. Доказать, что периодические траектории в полу­

диске 'D+ соответствуют периодическим траекториям в полном диске V. 
Обратите внимание, что периоды (число отражений) при этом могут отли­

чаться. 

УПРАЖНЕНИЕ 1.12. Исследовать движение биллиарда в четверти еди­
ничного диска х2 + у2 ::( 1, х ~ О, у ~ О. 

1.2. Биллиард в квадрате 

В данном разделе описан еще один простой пример: биллиард в еди­

ничном квадрате V = {(х, у): О::( х, у::( 1}; см. рис. 1.6. Законы движения 
остаются теми же, однако эта система имеет свои особенности. 

Во-первых, когда движущаяся частица ударяется в вершину квадра­

та V, правило отражения (1.2) перестает работать (так как к вершине 
невозможно провести нормаль п). В этом случае частица останавливает­

ся и траектория ее движения заканчивается. Эту исключительную ситуа­

цию мы обсудим позднее. Для начала рассмотрим регулярные траектории, 

не попадающие в вершины. 

Обозначим через Vt = ( Ut, Wt) вектор скорости движущейся частицы 
в момент времени t (в координатах х, у). Если в момент времени t ча­
стица ударяется о вертикальную стенку квадрата V, то Ut изменяет знак 

(ино = -Ut-o), а Wt остается неизменной. Если частица ударяется о гори­

зонтальную сторону V, то знак изменяет Wt (wt+o = -Wt-o), а Ut остается 
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Рис. 1.6. Бишrиард, ограниченный квадратом 

неизменной. Таким образом, 

(1.4) 

где т и п обозначают число столкновений с вертикальной и горизонталь­

ной сторонами V в промежуток времени (О, t) соответственно. 

УПРАЖНЕНИЕ 1.13. Показать, что при и0 =f. О и w0 =f. О (пола­

гая, что частица никогда не ударяется в вершину) все четыре комбина­

ции (±и0 , ±wo) появляются на траектории движения частицы бесконечное 
число раз. 

А теперь воспользуемся хитростью, представленной на рис. 1.5. Вме­
сто того чтобы отразить от стороны дV траекторию движения частицы 

биллиарда, мы отражаем от этой стороны сам квадрат V, и пусть частица 
переходит прямо в зеркальное отражение V. Если сделать это для каждо­
го столкновения, наша частица будет двигаться по прямой через много­

численные копии V, полученные с помощью последовательных отражений 
(частица «пронзает» цепочку квадратов; см. рис. 1.7). Такое построение на­
зывается разверткой биллиардной траектории. Чтобы восстановить исход­

ную траекторию в V, нужно свернуть результирующую цепочку соседних 
копий V обратно в V. 

Мы обозначаем копии квадрата V через 

Vm,n={(x,y): m~x~m+l,n~y~n+l}. (1.5) 

УПРАЖНЕНИЕ 1.14. Показать, что если т и n - четные числа, то про­

цедура сворачивания преобразует Vm,n обратно в V = V 0 ,0 с помощью 

перемещений х f-+ х - т и у f-+ у - n, тем самым сохраняя ориентацию 
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Рис. 1.7. Развертка биллиардной траектории 

как х, так и у. В случае нечетного значения m ориентациях изменяется 
на противоположную (точнее говоря, х 1---4 m + 1- х). При нечетном n про­
тивоположной становится ориентация у (а именно: у 1---4п+1-у). Заметим, 

что эти правила не зависят от конкретной траектории, которая изначально 

подверглась развертке. 

Квадраты 'Dm,n с m, n Е Z, подобно плитке, покрывают всю плос­
кость JR2 . Любая регулярная биллиардная траектория разворачивается 
в ориентированную прямую на плоскости, а любая ориентированная пря­

мая (избегающая узлов целочисленной решетки) может быть свернута на­

зад в биллиардную траекторию. Траектория ударяется в вершину V тогда 
и только тогда, когда соответствующая ей прямая попадает в узел целочис­

ленной решетки. 

Ясно, что структура квадратов 'Dm,n при соответствующих правилах 
сворачивания является периодической, причем квадрат 2 х 2 

К2 = {(х,у): О~ х,у ~ 2} 

играет роль фундаментальной области: вся плоскость покрыта параллель­

ными переносами К2 . Таким образом, стандартная проекция JR2 на К2 пре­
образует развернутые траектории в ориентированные прямые на торе Tor2 

размера 2 х 2 (последний получается при отождествлении противополож­
ных сторон квадрата К2). Следовательно, биллиард, ограниченный еди­

ничным квадратом 'D, сводится к простому линейному потоку на плос­
ком 2 х 2-торе Tor2

, в котором точки движутся с постоянной (единичной) 
скоростью. 
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Линейный поток на плоском торе служит одним из стандартных при­

меров в эргодической теории; см. приложение С, а также [КН95, Pet83, 
Sin76]. Его главные свойства можно сформулировать так: 

• если траектория имеет рациональный тангенс угла наклона dy / dx Е Q, 
значит, она является периодической (проходит вдоль замкнутой геоде­

зической); 

• если траектория имеет иррациональный тангенс угла наклона dy/ dx f/_ Q, 
значит, она плотная (ее замыканием служит весь тор). 

Вышесказанное можно перевести в следующую альтернативу для ре­

гулярных биллиардных траекторий в единичном квадрате V. 

Следствие 1.15. Если wo/uo Е Q то соответствующая регулярная 
биллиардная траектория в единичном квадрате V является периодической. 
Если w0 / и0 f/_ Q, то соответствующая регулярная биллиардная траекто­
рия является плотной. 

УПРАЖНЕНИЕ 1.16. Распространить полученный результат на билли­
ард в прямоугольнике R со сторонами а и Ь. Ответ: регулярная биллиардная 
траектория в прямоугольнике R является периодической тогда и только то­
гда, когда (aw0 )/(bu0 ) Е Q; во всех остальных случаях она будет плотной. 
Указание: преобразуйте прямоугольник в единичный квадрат, изменив мас­

штаб координат: (х, у) 1-+ (х/а, у/Ь). Докажите, что при этом биллиардные 
траектории в R преобразуются в биллиардные траектории из V. 

УПРАЖНЕНИЕ 1.1 7. Распространить полученный результат на билли­
арды в следующих многоугольниках: равностороннем треугольнике, пря­

моугольном равнобедренном треугольнике, прямоугольном прямоугольнике 

с острым углом, равным 7Г/6, и правильном шестиугольнике. Что общего 
между этими многоугольниками? (Обратите внимание, что биллиард вше­

стиугольнике не сводится к геодезическому потоку на торе. Можно ли его 

свести к геодезическому потоку на другом многообразии?) 

Фазовое пространство биллиардной системы в единичном квадрате V 
представляет собой трехмерное многообразие n = v х 8 1 ; см. предыду­
щий раздел. Биллиардный поток Фt определен на регулярных траектори­
ях для любого времени, -оо < t < оо. На исключительных траекториях 
(которые в тот или иной момент времени приводят к вершине V) поток 
определяется только до момента завершения траектории на вершине. 

УПРАЖНЕНИЕ 1.18. Показать, что множество исключительных тра­

екторий представляет собой счетное объединение двумерных поверхно­

стей на n. 
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Мы видим, что с позиций топологии и теории мер множеством исклю­

чительных траекторий можно пренебречь (поскольку оно имеет нулевую 

меру Лебега и является множеством типа Fa, то есть счетным объединени­
ем замкнутых подмножеств, нигде не являющихся плотными), однако его 

существование все же вызывает некоторое беспокойство. Тем не менее, ко­

гда речь заходит о биллиарде, ограниченном квадратом, от этих множеств 

можно избавиться раз и навсегда, продолжив биллиардный поток согласно 

условию непрерывности. 

УПРАЖНЕНИЕ 1.19. Показать, что по условию непрерывности по­

ток Фt можно единственно возможным образом продолжить для всех ис­
ключительных траекторий. В этом случае каждая траектория, которая по­

падает в вершину 1J, просто изменит свое направление и будет двигаться 
точно в обратную сторону; см. рис. 1.8. 

Рис. 1.8. Продолжение потока вблизи вершины 

Вышеприведенное продолжение определяет биллиардный поток Фt 
на всем фазовом пространстве П, обеспечивая его повсеместную непре­

рывность. Далее везде будем считать, что это продолжение существует. От­

метим все же, что в биллиардах общего вида такие приятные продолжения 

редко бывают возможны; см. раздел 2.8. 
Вот теперь действие потока Фt на фазовом пространстве П можно 

полностью описать следующим образом. Для каждого единичного векто­

ра v0 = ( и0 , wo) Е 8 1 рассмотрим множество 

Lv0 = { ( q, v) Е П : q Е 1J, v = ( ±ио, ±wo)} 

(два знака, безусловно, не зависят друг от друга). В силу (1.4), каждое 
множество Lv

0 
остается инвариантным под действием потока Фt. 

Предположим для начала, что и0 =/= О и v0 =/= О. Тогда Lv0 представ­
ляет собой объединение четырех квадратов, полученных «разрезанием» П 
на четырех «уровнях», соответствующих векторам (±ио, ±wo); см. рис. 1.9. 
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Рис. 1.9. Четыре квадрата, составляющих Lv0 

УПРАЖНЕНИЕ 1.20. Убедиться, что четыре квадрата, составляющие 

множество Lv0 , можно склеить по границам, получив гладкую замкнутую 

безграничную поверхность (2 х 2-тор) 1Г;0 , на которой биллиардный поток 
совпадает с линейным потоком вдоль вектора v0 (то есть поток на 1Г;0 будет 
определяться дифференциальными уравнениями х = ио, iJ = wo). Указание: 
сборка тора 1Г;0 из квадратов Lv

0 
весьма напоминает редукцию биллиард­

ной динамики в V к геодезическому потоку на 2 х 2-торе, описанную выше 
(на самом деле две эти операции эквивалентны). 

В эргодической теории (см. приложение С) хорошо известно, что ли­

нейный поток на двумерном торе, определенном х = ио, iJ = w0 , является 

периодическим, если wo/uo Е <Q, и эргодическим (более того, единствен­
но эргодическим) при wo/u0 tf. <Q. В последнем случае каждая траектория 
будет плотной и равномерно распределенной2 на торе. 

В двух оставшихся случаях (когда и0 = О и когда wo = О) множе­

ство Lv0 состоит всего из двух квадратов. Их анализ мы оставляем читате­

лю в качестве несложного упражнения. 

Вышесказанное полностью описывает действие потока Фt : П ____, П 
для биллиарда в единичном квадрате. 

1.3. Простая механическая модель 

В качестве мотивации для изучения биллиардов обычно описывается 
простая модель двух движущихся частиц в одномерном контейнере. Она 

сводится к биллиарду в прямоугольном треугольнике, который аналогичен 

биллиарду в квадрате. Опишем здесь эту модель; см. также [CFS82,CM03]. 

2 Линия Xt на двумерном торе Tor2 называется равномерно распределенной, если 
для любого треугольника R С Tor2 справедливо следующее: limт_,00 m( { t : О < t < Т, 
Xt Е R} )/Т =площадь (R)/площадь (Tor2), где m - это мера Лебега на~-
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Рассмотрим систему, состоящую из двух точечных частиц с масса­

ми m 1 и m 2 на единичном интервале О~ х ~ 1. Частицы движутся свобод­
но и упруго сталкиваются дРуг с дРугом и со «Стенками» в точках х = О 

и х = 1. Обозначим через х1 и х2 положения частиц, а через и1 и и2 -
их скорости. Поскольку частицы соударяются при столкновении, их поло­

жения остаются упорядоченными, поэтому будем полагать, что х1 ~ х2 
в любой момент времени. 

о 1 

Рис. 1.10. Две частицы на единичном интервале 

Теперь опишем столкновения. Когда частица ударяется о стенку, это 

приводит лишь к изменению направления вектора скорости. Когда две 

частицы сталкиваются дРуг с дРугом, мы обозначаем через и-; скорость 

до столкновения, а через ui - скорость после столкновения i-й части­
цы, i = 1, 2. Закон упругих столкновений требует сохранения общего им-
пульса, то есть 

m1ui +m2иt = т1и1 +m2и2, 
и общей кинетической энергии, то есть 

Решая эти уравнения, получаем 

и 

+ _ 2m1 ( _ _) 
U2 = U2 + U1 - U2 

m1+m2 

(1.6) 

(авторы рекомендуют читателю вывести эти формулы самостоятельно). За­

метим, что при m 1 = m 2 частицы просто обмениваются векторами скоро-
v + - + -

стеи: и1 = и2 и и2 = и1 . 

Вообще, переменные Xi и Ui неудобны, поэтому будем работать с но­

выми переменными, определяемыми равенствами 

(1.7) 
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при i = 1, 2. Теперь положения частиц описываются с помощью точ­
ки q = (q1 , q2 ) Е ffi.2 (она называется точкой конфигурации). Множество 
всех точек конфигурации (называемое пространством конфигурации) пред­

ставляет собой прямоугольный треугольник 

Скорости частиц описывает вектор v = (v1 , v2 ). Заметим, что закон сохра­
нения энергии (1.6) предполагает, что llvll = const, поэтому можно при­
нять, что llvll = 1. 

Состояние системы описывается парой (q, v). Точка конфигурации q 
движется в области D со скоростью v. Когда первая частица сталкивается 
со стенкой (х 1 = О), точка конфигурации ударяется в левую сторону q1 = О 
треугольника D. Когда вторая частица сталкивается со стенкой (х2 = 1), 
точка q ударяется в верхнюю часть q2 / Гm2 = 1 треугольника D. Ко­
гда частицы сталкиваются друг с другом, точка q ударяется в гипотену­
зу qi/ Гm1 = q2/ Гm2 треугольника D. 

УПРАЖНЕНИЕ 1.21. Доказать, что вектор скорости v изменяется 

при столкновениях таким образом, что отражается от дD согласно закону, 
который гласит, что «угол падения равен углу отражения». 

Таким образом, движение точки конфигурации q подчиняется законам 
биллиарда. Следовательно, эволюцию механической модели двух частиц 

на единичном интервале можно свести к динамике биллиарда в прямоуголь­

ном треугольнике. 

При m1 = m2 получим биллиард в прямоугольном равнобедренном 

треугольнике, который несложно свести к биллиарду, заключенному в квад­

рат; см. задачу 1.17. Для общего отношения масс m 1/m2 мы получаем бил­
лиард в прямоугольном треугольнике общего вида, который может быть 

довольно сложным (такие биллиарды в своей книге мы не рассматриваем). 

Сложность возникает, когда траектория биллиарда попадает в угловую 

точку D. Попадание в вершину прямого угла соответствует событию, когда 
две частицы одновременно сталкиваются с противоположными стенками. 

В этом случае их дальнейшее движение уже является четко определенным, 

в силу чего биллиардную траекторию можно без труда продолжить; см. за­

дачу 1.19. 
Однако попадание в вершину острого угла D соответствует событию, 

когда две частицы одновременно сталкиваются с одной и той же стен­

кой (х = О или х = 1). В этом случае для общих m 1 и m 2 биллиардный 

поток невозможно продолжить по принципу непрерывности, так как сосед-
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Рис. 1.11. Прямоугольный треугольник 'D; попадание в вершину острого угла 

ние траектории, ударяющиеся в две примыкающие друг к другу стороны 

в различном порядке, вернутся в V по разным линиям; см. рис. 1.11. 
С позиций механики попадание в вершину острого угла V соответству­

ет множественному столкновению. Такие исключительные события обыч­

но невозможно разрешить в рамках классической механики. 

1.4. Биллиард в эллипсе 

Перейдем к еще одному простому примеру, целиком и полностью под­

властному абсолютно элементарному анализу. Речь пойдет о биллиарде 

в эллипсе: 

х2 у2 

а2 + ь2 = 1, 

причем а > Ь > О. На самом деле именно этот пример Биргкоф описал 

в своей самой первой книге по математическим биллиардам в 1927 го­
ду [Bi27, глава VIII]. 

Обозначим через V область, ограниченную эллипсом (это будет наш 

биллиардный стол). Обозначим через F1 и F2 фокусы эллипса и отме­
тим, что они лежат на оси х. Эллипс является геометрическим местом 

точек А Е JR.2 , для которых 

расстояние (А, F1 ) +расстояние (А, F2) = const. 

УПРАЖНЕНИЕ 1.22. Предположим, что А Е д'D. Обозначим через L 
касательную к эллипсу в точке А. Доказать, что отрезки AF1 и AF2 обра­
зуют с прямой L равные углы. (В проективной геометрии этот факт носит 
название теоремы Понселе.) Указание: найти отражение точки F2 относи­

тельно касательной L и показать, что ее образ будет лежать на прямой AF1. 
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Таким образом, если биллиардная траектория проходит через один фо­

кус, значит, она отражается от точки А Е д'D на эллипсе и переходит непо­
средственно на другой фокус. В таком случае подобная траектория будет 

проходить через фокус после каждого отражения; см. рис. 1.12. 

Рис. 1.12. Траектория, проходящая через фокусы 

УПРАЖНЕНИЕ 1.23. Показать, что каждая траектория, проходящая че­
рез фокусы F1 и F2 , сходится к большой оси эллипса (оси х). 

Кстати, большая и малая оси эллипса представляют собой две периоди­

ческие траектории: они движутся вперед-назад между своими конечными 

точками. 

В разделе 1.1 для описания столкновений в биллиарде в окружности 
использовались координаты 'Ф и В, причем циклическая координата В бьша, 
в сущности, ничем иным, как длиной дуги окружности (примечание 1.2). 
Здесь же воспользуемся координатами 'Ф и r, причем 'Ф - это тот же угол 

отражения, что и в разделе 1.1, а r - параметр длины дуги на эллипсе. Вы­

берем точкой отсчета r = О самую правую точку эллипса (а, О) и направим r 
против часовой стрелки. Отметим, что О~ r ~ lд'DI, а О~ 'Ф ~ n. 

Пространство столкновений М представляет собой цилиндр с высо­

той n, в основании которого лежит эллипс. На рис. 1.13 оно изображено 
в виде четырехугольника [О, lд'DI] х [О, n], однако следует помнить, что ле­
вая и правая его сторона абсолютно тождественны друг другу. Движение 

биллиардной частицы, от одного столкновения к другому, создает отобра­

жение столкновений :F: М ---.. М. 

УПРАЖНЕНИЕ 1.24. Убедиться, что траектории, проходящие через фо­
кусы, лежат на замкнутой кривой на поверхности М. Определить ее фор­

му. Ответ: это кривая формы оо, разделяющая белую и серую области; 

см. рис. 1.13. 
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Рис. 1.13. Пространство столкновений эллиптического биллиарда 

Таким образом, траектории, которые проходят через фокусы, образуют 

в пространстве столкновений М особое (одномерное) семейство. 

УПРАЖНЕНИЕ 1.25. Показать, что если траектория движения билли­

ардной частицы пересекает отрезок F 1F2, соединяющий фокусы, то она 
отражается от 8'D и пересекает этот отрезок снова. Аналогично, если тра­
ектория пересекает большую ось за отрезком F1F2, скажем слева от него, 
ТО после ОДНОГО ИЛИ НеСКОЛЬКИХ отражений ОТ 8'D она пересечет большую 
ось справа от этого отрезка и т. д. 

Предыдущая задача указывает на существование двух типов траекто­

рий: одни пересекают внутренний отрезок F 1F2 большой оси после каж­
дого отражения (так называемые внутренние траектории), а другие этот 
отрезок обходят (такие траектории мы называем внешними). 

УПРАЖНЕНИЕ 1.26. Убедиться, что внутренние траектории заполняют 
серую область на рис. 1.13, тогда как внешние траектории заполняют белую 
область. 

Следующая теорема выражает самое важное свойство эллиптических 

биллиардов. 

Теорема 1.27. Для каждой внешней траектории существует эллипс 
с фокусами F1 и F2, касательный к каждому звену этой траектории. 

Для каждой внутренней траектории существует гипербола с фокусами F1 
и F2, касательная к каждому звену этой траектории (wzи его линейному 

продолжению). 
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ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Мы доказываем только первое утверждение 

(о внешних траекториях); доказательство второго утверждения аналогично. 

Приводимые нами аргументы элементарны и весьма наглядно представле­

ны на рис. 1.14. Здесь А1А и А2А представляют собой два последователь­
ных звена внешней траектории. Точки В1 и В2 получаются отражением 
фокусов F1 и F2 относительно прямых А1А и А2А соответственно. Че­
тыре угла LB1AA1, LA1AF1, LF2AA2 и LA2AB2 равны. Таким образом, 
треугольники AB1F2 и AB2F1 конгруэнтны; в частности, IB1F2I = IB2F1I· 
Следовательно, 

где С1 и С2 - точки пересечения А1А с B 1F2 и А2А с B 2F1 соответствен­
но. Таким образом, точки С1 и С2 принадлежат одному и тому же эллипсу 
с фокусами F1 и F2, а прямые А1А и А2А являются касательными к этому 
эллипсу. • 

Рис. 1.14. Доказательство теоремы 1.27 

Если каждое звено биллиардной траектории является касательной 

некоторой заданной кривой, то такая кривая называется каустикой. На 

рис. 1.15 изображена эллиптическая каустика для внешней траектории и ги­
перболическая каустика для внутренней траектории. Термин «каустика» по­

заимствован из оптики, где он означает кривую, на которой световые лу­

чи фокусируются после отражения от зеркала (каустики встречались нам 

в биллиардах в окружностях из § 1.1). На рис. 1.15 изображено сосредото­
чение лучей на каустике (сравните с рис. 1.4). 
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Рис. 1.15. Эллиптическая и гиперболическая каустики в эллиптическом биллиарде 

Все траектории, которые касаются одной эллиптической каустики, ле­

жат на замкнутой кривой в пространстве столкновений М. Такие кривые 

изображены в виде «горизонтальных волн» в белой области рис. 1.13 (не за­
бывайте, что левая и правая стороны прямоугольника тождественны). Ясно, 

что каждая подобная кривая инвариантна под действием отображения :F. 

УПРАЖНЕНИЕ 1.28. На каждой инвариантной кривой отображение :F 
сопряжено с жестким поворотом по кругу на некоторый угол (этот угол 

называется числом вращения). Показать, что число вращения изменяется 

непрерывно и монотонно с инвариантной кривой. Указание: рассмотреть 

две внешние траектории, которые берут начало в одной и той же точ­

ке А0 Е д'D, но имеют различные эллиптические каустики. Обозначить 

через А~ точки отражения траектории с меньшей эллиптической каустикой, 
а через А~ - точки отражения другой траектории. Заметить, что последо­
вательность {А~} движется по эллипсу быстрее, чем {А~}; см. рис. 1.16. 

Действие отображения :F на каждую инвариантную кривую можно 
проанализировать явным образом, а число вращения можно вычислить 

аналитически (см. [BeOl, разделы 2.5 и 3.2]), но так далеко мы заходить 
не будем. 

Итак, все траектории, касательные к одной гиперболической каустике, 

лежат на двух замкнутых кривых в пространстве столкновений М: по од­
ной в каждой половине серой области, имеющей форму оо. На рис. 1.13 эти 
кривые представлены в виде овалов. Отображение :F преобразует каждый 
овал в тождественный ему овал во второй половине серой области, имею­

щей форму оо. Таким образом, объединение двух тождественных (симмет­

ричных) овалов инвариантно под действием :F, а каждый овал по отдель­
ности инвариантен под действием :F2. 
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Рис. 1.16. Упражнение 1.28 

Следовательно, пространство столкновений М эллиптического билли­
арда полностью расслаивается инвариантными кривыми. В этом смысле 

эллиптический биллиард подобен биллиардам в окружности и квадрате. 

В физике такие модели относят к отдельному классу: если фазовое про­

странство системы расслаивается одномерными инвариантными подмного­

образиями, то такую систему называют интегрируемой и ее динамика счи­

тается полностью регулярной. Таким образом, биллиарды в окружности, 

квадрате и эллипсе являются полностью регулярными. 

1.5. Хаотический биллиард: автомат для игры в пинбол 

Рассматривая в предыдущих разделах простые примеры, мы ставили 

своей целью познакомить своего неосведомленного читателя с некоторыми 

основными особенностями биллиардов. Однако эти примеры нельзя счи­

тать типичными; на самом деле их динамические характеристики имеют 

достаточно специальный характер. Более того, в некотором смысле они да­

же противоположны свойствам хаотических билллиардов, о которых мы 

будем говорить на протяжении оставшейся части книги. Сейчас же бросим 

беглый взгляд на то, что происходит в хаотических биллиардах. 

Вообразите, что в играете в пинбол на автомате. Из «пушки», располо­

женной в правом нижнем углу прямоугольного стола, выстреливает шарик, 

который отскакивает от стенок до тех пор, пока либо не попадет в мишень 

(и тогда вы выиграете), либо не выпадет через нижнее отверстие (уйдет 

в стоковый канал, и в этом случае вы проиграете). Мишенью может быть 



1.5. ХАОТИЧЕСКИЙ БИЛЛИАРД: АВТОМАТ ДЛЯ ИГРЫ В ПИНБОЛ 39 

специальная фигурка на этом столе, которая фиксирует прикосновение ша­

рика. Чтобы исключить прямые удары, предположим, что цель экранирова­

на от пушки, причем правила запрещают бить в защитный экран. В таком 

случае шарик должен отскочить от стенок до того, как достигнет цели; 

см. рис. 1.17. Здесь изображен весьма необычный автомат для игры в пин­
бол, но для нас он послужит хорошим исходным примером. 

Рис. 1.17. Автомат для игры в пинбол. Мишенью служит серый диск, экранирован­
ный от пушки темно-серой дугой 

Предположим, что пушку можно повернуть, дабы изменить угол вы­

лета шарика. Промазав один раз, вы можете отрегулировать угол выстре­

ла и послать шарик в мишень более точно. Это довольно простая задача 

(изображенная на рис. 1.17), так как траектория движения шарика (в пря­
моугольном биллиарде) очень проста и предсказуема. Целиться, стремясь 
добиться абсолютной точности, вам тоже не нужно. 

УПРАЖНЕНИЕ 1.29. Предположим, что мишенью служит диск ради­
уса r, а движущимся шариком является точечная частица. Обозначим че­
рез L расстояние, которое шарик проходит от пушки до мишени. Показать, 
что, если угол, под которым происходит выстрел, отклоняется менее чем 

на r / L (радиан), шарик все равно попадет в цель. 

А теперь сделаем задание более реалистичным и сложным, установив 

по всему столу несколько буферов (круглых столбиков); см. рис. 1.18. Наш 
движущийся шарик по пути к цели (или к стоку) будет отскакивать от од­

ного буфера к другому. Любой, кто хоть раз играл в пинбол на настоящем 

автомате, без труда представит этот процесс. 
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Рис. 1.18. Автомат для игры в пинбол с буферами (темно-серые диски) 

Легко ли будет отрегулировать положение пушки на таком столе? Оче­

видно, нет. Траектория движения шарика становится сложной и почти 

непредсказуемой, так как он может отскакивать от самых разных буфе­
ров. Непросто будет даже определить точную последовательность буферов, 

в которые должен удариться шарик, чтобы попасть в мишень (и не задеть 

экран). Профессиональные бильярдисты решают подобную задачу, когда 

пытаются загнать шар в лузу так, чтобы перед этим он ударил один или 

даже несколько других шаров. 

Более того, в этом случае пушка должна направляться с почти предель­

ной точностью, ибо крошечная погрешность в угле вьшета может привести 

к тому, что шарик пойдет совсем не по тому пути, который нам нужен. Это 

изображено на рис. 1.19, где представлены всего два последовательных от­
скока. Ясно, что неустойчивость движения шарика растет с каждым после­

дующим отскоком от буфера. И вновь профессиональные игроки в билли­
ард отлично знают, что отправить шар в лузу, предварительно ударив им 

более одного шара на столе, очень непросто. Более того, если этот шар 

должен ударить три других шара или более, задача становится практически 

невыполнимой. 

Прямоугольный стол, на котором установлены круглые буфера, являет­

ся классическим примером хаотического биллиарда. Движение биллиард­

ной частицы на таком столе отличается сложностью и непредсказуемостью. 

Неопытному глазу это движение может показаться дикой пляской между 
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Рис. 1.19. Шарик, отскакивающий от двух буферов: малейшая погрешность в на­
чальном угле вылета приводит к значительному расхождению в конечном результате 

стенками стола, не имеющей какой бы то ни бьшо схемы и не подчиняю­

щейся никакой логике (вот почему автоматы для игры в пинбол столь по­

пулярны!). Непредсказуемость - это характерная особенность хаотических 

биллиардов. 

Более того, малейшие изменения в начальном положении и/или скоро­

сти частицы быстро ведут к большим отклонениям (аналогичным изобра­

женным на рис. 1.19), так что уже после нескольких столкновений с буфе­
рами две траектории, изначально очень близкие, разойдутся и будут прохо­

дить так далеко друг от друга, словно и не имели никогда ничего общего. 

Эта неустойчивость (также называемая чувствителыюстью к начальным 

условиям) также является характерной особенностью хаотических билли­

ардов (и хаотической динамики вообще). 

На практике лучшее, что может сделать игрок, - это произвести один 

выстрел «наугад» и посмотреть, как шарик будет двигаться по столу, от­

скакивая от буферов: вероятность «случайного» попадания в мишень суще­

ствует всегда. Пинбол, подобно подбрасыванию монетки, бросанию костей 

или карточной игре, по сути своей - рулетка. В шестой и седьмой главах 

мы увидим, что движение частицы в хаотическом биллиарде, в сущности, 

случайно, поэтому лучше всего оно поддается описанию в терминах теории 

вероятности. 

Наш пример имеет много общего с классической моделью статистиче­

ской физики, называемой газом Лоренца. В этой модели шарик (электрон) 
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скачет между большими неподвижными дисками (молекулами), которые 

образуют регулярную периодическую (кристаллическую) структуру. Мы 

представим ее в главе 4.1. 
На текуший момент мы не станем выходить за рамки этого весьма 

неформального введения в область хаотических биллиардов и оставим все 

тонкости до следующих глав. Читатели, которым это интересно, могут най­

ти более подробное описание хаотических биллиардов, включая компью­

терные иллюстрации, в [ВеО 1, раздел 1.1]. 
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Основные построения 

Биллиардная динамика в плоских областях традиционно вводится сле­

дующим образом. 

Определение 2.1. Пусть D с JR.2 
- область с гладкой или кусочно­

гладкой границей. Биллиардная система соответствует свободному движе­

нию материальной точки внутри D с зеркальными отражениями от грани­
цы дD. 

Это определение понятно и удобно для использования, если рассмат­

ривается конкретная заданная область D. Однако при более общем исследо­
вании необходимо определить класс рассматриваемых областей. Особенно 

внимательным следует быть с границей дD - разрешается ли границе дD 

иметь бесконечную длину, или неограниченную кривизну, или бесконечно 
много точек перегиба и т. д. 

В большинстве научных статей по биллиардам предполагается (явно 
или неявно), что эти и другие отклонения отсутствуют. Заметным исклю­

чением является работа [St86], которая охватывает очень общие биллиар­
ды, но она ясно показывает, что нерегулярности границы могут приводить 

к серьезным сложностям в анализе динамики и делают ее свойства трудно­

управляемыми. 

Многие нежелательные аномальные поведения исключаются из наше­

го исследования после введения соответствующих предположений для об­

ласти D (см. предположения Аl-АЗ в § 2.1 и предположение А4 в § 2.4). 
Это сделает изложение гладким и позволит избежать многих трудностей, 

характерных для более общих исследований [St86]. Тем не менее наши 
предположения Al-A4 достаточно общие и охватывают практически все 
известные в настоящее время хаотические биллиарды. 

2.1. Биллиардпые столы 

Пусть D0 с JR.2 
- ограниченная открытая связная область и D = D 0 -

ее замыкание. 
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Предположение Al. Граница д'D - это конечное объединение глад­
ких (Cl, J1, ~ 3) компактных кривых: 

(2.1) 

Точнее, каждая кривая гi определяется СЕ-гладким отображением 
fi: [ai, Ьi] -+ Jl~.2, взаимно-однозначным на [ai, Ьi) и имеющим односто­
ронние производные, вплоть до порядка Ji,, в точках ai и Ьi. Значение Ji, 
определяет класс гладкости бwиzиардного стола. 

Будем называть '[) бwиzиардным столом, а Г 1 , ... , Г r - стенками или 

компонентами д'D. 

ЗАМЕЧАНИЕ 2.2. Если f;(a;) =1 f;(b;), то будем называть Г; дугой и обозна­
чим дГ; = {f;(a;), f;(b;)}. Если f;(a;) = f;(b;), то Г; - это замкнутая кривая, 
которая может быть полностью или лишь частично Сl-mадкой. Если она полно­
стью mадкая, то f; можно определить на окружности 8 1

, а не на отрезке [а;, Ь;], 
и мы полагаем, что дГ; = О. Может оказаться, что замкнутой кривой Г; не хватает 
гладкости в точке f;(a;) = f;(b;); тогда обозначим эту точку через дГ;. 

Предположение А2. Компоненты границы Г i могут пересекать друг 

друга только в своих концевых точках, то есть 

(2.2) 

Обозначим 

(2.3) 

Будем называть х Е Г * угловыми точками 'D и х Е Г - регулярными гра­

ничными точками. 

УПРАЖНЕНИЕ 2.3. Показать, что любая регулярная граничная точ­

ка х Е f имеет открытую окрестность И(х), которая пересекает только 
одну стенку Г i и делится Г i на две открытые связные части - одна лежит 

во внутренности 'D, а другая - в JR2 \'D. 
УПРАЖНЕНИЕ 2.4. Показать, что любая угловая точка х Е Г * имеет 

такую открытую окрестность И(х), что пересечение И(х) n Г есть несвяз­
ное объединение 2m кривых, для которых х - это общая концевая точка 

(здесь m = mx ~ 1). Кривые делят И(х) на 2m открытых связных областей 
так, что m из них лежат во внутренности 'D, а другие m - в JR2 \'D, и эти 
два типа областей чередуются, если совершить обход окрестности И(х) 
вокруг х; см. рис. 2.1. 
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Рис. 2.1. Угловая точка х с mx = 3 

Будем называть х простой угловой точкой, если mx = 1. В этой книге 
в основном будут встречаться простые угловые точки. 

В упражнении выше связные компоненты И(х), которые лежат внут­
ри D, называются углами области D. Каждый угол ограничен двумя кри­
выми Гi,Гj с Г, сходящимися в точке х (назовем эти кривые сторонами 

угла), и характеризуется внутренним углом"(, образованным соответству­

ющими касательными в точке х (угол, видимый изнутри D). Если 'У= О, 
назовем угол каспом ( cusp ). 

Зафиксируем ориентацию каждой кривой Г i так, что D лежит слева 
от Г i. Затем параметризуем каждую сторону Г i ее длиной дуги; таким об­

разом, касательные векторы становятся единичными: llJII\ = 1. 

Предположение АЗ. На каждой компоненте Гi вторая производ­

ная ![' или никогда не обращается в нуль, или тождественно равна нулю 
(таким образом, любая стенка Гi - это или кривая без точек перегиба, 
или отрезок прямой). 

Заметим, что Л' l_ JI, так как JJJill = const. Следовательно, ес­
ли JI' =1- О, то пара векторов fI, Л' лежит или слева, или справа вдоль всей 
кривой Гi. В соответствии с этим выделяют три типа стенок: 

плоские стенки: такие, что f" = О; 
фокусирующие стенки: такие, что вектор f" =1- О направлен внутрь 'D; 

рассеивающие стенки: такие, что вектор f" =1- О направлен наружу D. 

Термины «фокусирующий» и «рассеивающий» стандартны для литературы 

по биллиардам. Их название обусловлено эффектом, который производят 

соответствующие зеркальные стенки при отражении лучей света - стенки 

типа (Ь) стремятся сфокусировать лучи, тогда как стенки типа (с) стремят­

ся рассеять лучи; см. рис. 2.3. Фокусирующие стенки также называются 
выпуклыми, а рассеивающие - вогнутыми. 
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z 

Рис. 2.2. Биллиардный стол. На рисунке стенка Г1 - плоская; Г2 - фокусирующая; 

Гз -рассеивающая; Г 4 - замкнутая стенка с одной угловой точкой у; Г5 - гладкая 

замкнутая стенка; внутренний угол в точке х положителен, 'У > О; угол в точке z 
является каспом. Стрелками показана принятая ориентация Г 

Рис. 2.3. Отраженные лучи света стремятся сфокусироваться вблизи фокусирующей 
стенки Г f и рассеяться вблизи рассеивающей стенки Г d 

Теперь определим кривизну (снабдим ее знаком) на каждой границе Гi: 

{
о, 

к= - llf"JI, 
11!"11, 

если Г i плоская; 

если Гi фокусирующая; 

если Г i рассеивающая. 

(2.4) 

Выбор знаков продиктован традицией, сложившейся в литературе по бил­

лиардам благодаря Я. Синаю и его школе. Однако противоположный выбор 

знаков тоже возможен. 

Соответствующим образом определим 

(2.5) 
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Заметим, что кривизна каждой фокусирующей или рассеивающей стенки Г i 

отделена от нуля и бесконечности благодаря предположению АЗ и замкну­

тости гi. 

Очевидно, каждая стенка Г i имеет конечную длину. Обозначим ее че­

рез IГil, а через IГI = Li IГil - общий периметр 'D. 

2.2. Неограниченные биллиардные столы 

До сих пор предполагалось, что стол 'D ограничен. Иногда приходится 
работать с неограниченными биллиардными столами 'D С JR.2 и хотелось 
бы также включить их в наше исследование. В этом случае имеет смысл 

потребовать, чтобы граница д'D была локально кусочно-гладкой; то есть 

для любого большого квадрата 1Кв = {(х1,х2) Е JR.2: lx1I::;;; В, lx2I::;;; В} 
пересечение 'D n JКв должно иметь конечно кусочно-гладкую границу, удо­
влетворяющую предположениям Аl-АЗ. 

Часто при исследовании неограниченных столов 'D предполагается, 
что они имеют периодическую структуру. Это происходит, например, когда 

существуют два ортогональных единичных вектора и, v Е JR.2 таких, что 

q Е 'D ~ q +и Е 'D ~ q + v Е 'D. (2.6) 

В этом случае можно выбрать координатные оси параллельными векто­

рам и и v, так что пространство JR.2 можно рассматривать как универсальное 
покрытие соответствующего единичного тора Tor2 = JR.2 j'li.2. Тогда неогра­
ниченная периодическая область 'D, удовлетворяющая (2.6), может быть 
представлена своей проекцией на Tor2 • 

Немного запутывая изложение, также обозначим указанную выше про­

екцию 'D на Tor2 через 'D. Очевидно, такая область 'D с Tor2 удовле­
творяет предположениям Аl-АЗ. Кроме того, всегда будем предполагать, 

что 'D -1 Tor2
, чтобы избежать тривиальных «биллиардов» без стенок (или 

столкновений). 

Подытожим наше построение. 

Определение 2.5. БWLЛuардный стол 'D - это замыкание ограничен­

ной открытой связной области 'D С JR.2 или 'D ~ Tor2 такой, что д'D удо­
влетворяет предположениям Аl-АЗ. 

2.3. Биллиардный поток 

Построим динамику на биллиардном столе. Это непростая задача, по­

скольку существует ряд случаев, где построение невозможно и траектория 

биллиардной частицы не может быть определена. 
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Рис. 2.4. Неограниченный периодический стол и его проекция на Tor2 

Пусть q Е 'D - положение движущейся частицы и v Е IR2 
- ее вектор 

скорости. Очевидно, q = q(t) и v = v(t) - это функции времени t Е К 
Когда частица движется внутри стола, так что q Е int 'D, она сохраняет 
постоянную скорость: 

q=v и v=O (2.7) 

(здесь точка обозначает производную по времени). 

Когда частица сталкивается с регулярной частью границы, то есть q Е Г, 
ее вектор скорости мгновенно отражается от касательной к Г в точке q. 
Здесь выполняется классическое правило «угол падения равен углу отра­

жения» (см. рис. 2.5), которое записывается в виде 

(2.8) 

где v+ и v - это скорости после столкновения и пер!д столкновением 

соответственно, а п - единичный нормальный вектор к Г в точке q. 
Если движущаяся частица ударяется об угловую точку, то есть q Е Г *, 

то частица останавливается и ее движение после этой точки не определе­

но. Это одна из сложностей, которая делает анализ биллиардной динамики 

трудным (ниже мы увидим это). 

Уравнения движения (2.7)-(2.8) сохраняют норму \\v\\; обычно норма 
полагается равной единице: llvl\ = 1. 

Определение 2.6. Говорят, что столкновение является регулярным, ес­
ли q Е f и вектор v- не является касательным к Г. В этом случае v+ =f. v-
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v 

Рис. 2.5. Вектор скорости изменяется при столкновениях 

(очевидно, v- должен быть направлен наружу V, а v+ - внутрь V). Если v­
касательный к Г в точке столкновения, то v+ = v и такое столкновение 
называется скользящим или тангенциальным. 

УПРАЖНЕНИЕ 2.7. Показать, что скользящие столкновения возможны 
только на рассеивающих стенках (где !С > О). Указание: если стенка плос­
кая, то перед скользящим столкновением частица должна пройти конечную 

точку стенки, что запрещено нашими правилами. 

УПРАЖНЕНИЕ 2.8. Пусть движущаяся частица ударяется о регуляр­

ную часть границы в момент t (то есть q(t) Е f). Показать, что она будет 
двигаться внутри V без столкновений в течение некоторого временного ин­
тервала (t, t +с:). 

Подытожим наши наблюдения. 

Предложение 2.9. Траектория частицы (q(t), v(t)), начинающаяся 
в q(O) Е int V, определена во все моменты времени, -оо < t < оо, за ис­
ключением двух ситуаций. 

(а) Частица ударяется об угловую точку V; то есть q( t) Е Г * для неко­
торого t Е JR. 

(Ъ) Время столкновений { tn} имеет точку сгущения в JR. 
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2.4. Накопление времени столкновений 

Второе исключение, упоминаемое в предложении 2.9, может произой­
ти только при очень специальных условиях. В действительности оно нико­

гда не произойдет с хаотическими биллиардами, описанными в этой книге. 

Здесь обсудим условия, при которых возможна ситуация (Ь ). 
Предположим, что произошло событие (Ь ); то есть время столкно­

вений { tn} имеет точку сгушения tn ---. t 00 Е JR. Тогда, очевидно, 
q(tn) ---. q00 Е Г, и можно выделить два случая: 

(Ы) q00 Е Г * (угловая точка); 

(Ь2) q00 Е Г (регулярная точка). 

Лемма 2.10. Предположим, что биллиардная частица попадает 

в окрестность угловой точки биллиардного стола с положительным внут­

ренним углом, 'У > О, и сталкивается с обеими сторонами угла. Тогда она 
должна покuнуть окрестность после [1Т'/'У] + 1 столкновений, так что 
ситуация (Ь 1) невозможна. 

Случай, когда частица сталкивается только с одной стороной угла, эк­

вивалентен (Ы) и будет обсуждаться позже. 

Рис. 2.6. Доказательство леммы 2.10 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Если стороны угла плоские, то угол, образован­

ный звеньями биллиардной траектории и сторонами, растет: О:п+l = О:п +"(; 
см. рис. 2.6. Таким образом, после [7!' /'У] столкновений он становится боль­
ше 7!', что доказывает лемму. Если стороны не плоские, то результат следует 
из простого аппроксимационного доказательства, которое мы оставляем чи­

тателю. 8 

Лемма 2.1 О показывает, что (Ь 1) может иметь место только в каспе. 
Теперь несложно видеть, что любой касп имеет по крайней мере одну рас­

сеивающую сторону (проверьте это!). 
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Лемма 2.11. Если биллиардная частица входит в касп с двумя рассеи­
вающими сторона.ми или одной рассеивающей и одной плоской сторона.ми, 

то она должна выйти из каспа после конечного числа столкновений, так 

что (Ь 1) не может произойти. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть d - расстояние от угловой точки каспа 

до линии, вдоль которой движется частица. После каждого столкновения 

с рассеивающей стороной это расстояние увеличивается (см. рис. 2. 7), то­
гда как при столкновениях с плоской стороной оно не меняется. Оставша­

яся часть доказательства требует простых рассуждений, и читатель может 

проделать их в качестве упражнения. 8 

d 

Рис. 2.7. Доказательство леммы 2.11: d' > d 

УПРАЖНЕНИЕ 2.12. Показать, что число столкновений в каспе не яв­

ляется равномерно ограниченным; то есть для любого N ;;::: 1 найдется 
биллиардная траектория, которая совершает более чем N столкновений 

в окрестности каспа, прежде чем покинуть ее (в отличие от равномерного 

ограничения для угловых точек с положительными внутренними углами, 

гарантированного леммой 2.10). 

Таким образом, случай (Ь 1) возможен только в каспе с одной рассеива­
ющей и одной фокусирующей сторонами. Но возможно ли это на самом де­
ле? Насколько нам известно, не существует опубликованных примеров та­

кого рода. Предоставим этот вопрос читателю в качестве (возможно, очень 

трудного) упражнения. В любом случае биллиардные столы с такими кас­

пами очень специфичны и не будут рассматриваться в этой книге. Чтобы 

исключить их, сделаем последнее предположение. 

Предположение А4. Любой биллиардный стол 1) не содержит кас­

пов, образованных фокусирующей стенкой и рассеивающей стенкой. 
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Вернемся теперь к сгущениям типа (Ы), то есть q00 Е Г. Очевид­

но, (Ь2) невозможно, если q00 лежит на плоской или рассеивающей компо­
ненте границы (проверьте это!). 

Теорема 2.13 (В. Галъперн [Hal77]). Тип сгущения столкновений (Ы) 

невозможен на любой фокусирующей стенке с ограниченной третьей про­
изводной и кривизной, которая нигде не обращается в нуль. 

Доказательство Гальперна элементарное, но достаточно длинное, так 

что мы не будем приводить его здесь; читатель может ознакомиться 

с ним в оригинальной работе [На177]. Заметим, что Гальперн нашел при­

мер С2-гладкой (не С3) фокусирующей биллиардной стенки, где собы­
тие (Ь2) действительно имеет место. 

Благодаря теореме Гальперна случай (Ы) никогда не происходит для 

биллиардных столов, определенных в § 2.1. С учетом предположения А4 
сгущения точек столкновений полностью исключены. 

2.5. Фазовое пространство для потока 

Состояние движущейся частицы в любой момент времени определя­

ется положением q Е 1J и единичным вектором скорости v Е 8 1 . Таким 
образом, фазовое пространство системы имеет вид 

п = {(q,v)} = 1J х 8 1
. 

Это трехмерное многообразие с границей дП = Г х 8 1 . Область П можно 
представить как «бублик», сечение которого есть IJ. 

Кроме того, в каждой регулярной точке границы q Е Г удобно отож­
дествить пары (q, v-) и (q, v+), связанные правилом столкновения (2.8), 
которое сводится к «склеиванию» П вдоль границы. Безусловно, это меня­

ет топологию П, но ее топологические свойства будут несущественны. 

Обозначим через 7Г q и 7Г v естественные проекции П на 1J и 8 1 соответ­
ственно, так что 1Гq(q,v) = q и 1Гv(q,v) = v. 

Пусть П С П обозначает множество состояний (q, v), на которых 
динамика движущейся частицы определена для всех моментов време­

ни, -оо < t < оо (точнее это множество будет описано позже). Таким об­
разом, получим однопараметрическую группу преобразований (поток) 

t - -
ф : п-+ п, 

для которой время t Е JR меняется непрерывно. То есть Ф0 = Id и фt+s = 
= Фt о Ф8 для всех t, s Е JR. 
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Любая траектория потока { Фtх }, х Е .\1, - это непрерывная кривая 
в П (непрерывность при столкновении гарантируется тождественностью v+ 
и v-; см. выше). Обычно эту проекцию 1Гq(Фtх) на стол 1J называют бUJU1и­
ардной траекторией. Последняя представляет собой направленную лома­

ную линию, вершины которой - это точки столкновений. Ее отрезки между 

последовательными столкновениями называются звенья.ми. 

Если биллиардный стол - это ограниченная область 1J с JR 2 , то сво­
бодный пробег между столкновениями не может превысить диаметр 1J; сле­
довательно любая траектория потока совершает бесконечно много столкно­

вений. Ситуация может оказаться другой, если V ~ Tor2
, как в примере 

на рис. 2.4. 

Лемма 2.14. Если 1J -это бUJU1иардный стол на Tor2
, то любая тра­

ектория потока совершает или бесконечно много столкновений, или не со­

вершает их вовсе. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Хорошо известно, что любая свободная траекто­

рия (то есть прямая) на Tor2 
- или периодическая, или плотная (это означа­

ет, что ее замыкание есть Tor2
); см. § 1.2. Оставшаяся часть доказательства 

остается в качестве упражнения. • 

Пусть n = Пс u n f' где nc содержит все траектории со столкновения­
ми, а n f - это объединение всех траекторий без столкновений (которое мо­
жет существовать, только если 1J ~ Tor2

). Заметим, что как Пс, так и П f ин­
вариантны относительно Фt. Оставшаяся часть этого параграфа посвящена 

биллиардным столам 1J ~ Tor2
, для которых возможно существование fi f. 

УПРАЖНЕНИЕ 2.15. Предположим, пf-:/=- JZI. Показать, что существует 
только коне~ое число векторов скорости v Е S 1, которые соответствуют 

точкам х Е П1. 

Определение 2.16. Говорят, что биллиардный стол р ~ Tor2 имеет 
конечный горизонт (или ограниченный горизонт), если П1 = JZI. Иначе 
горизонт называется бесконечным (или неограниченным). 

УПРАЖНЕНИЕ 2 .1 7. Предположим, n f = J25; ТО есть горизонт конечен. 
Показать, что свободный пробег между столкновениями ограничен сверху 

некоторой постоянной т max (1J) < оо. Подсказки: предположим, что свобод­
ный пробег между столкновениями неограничен; тогда существует после­

довательность отрезков линии Ln С 1J возрастающей длины, JLn J --+ оо. 
Благодаря компактности Tor2 подпоследовательность Lщ сходится к ли­
нии L с 1J, которая, очевидно, является периодической на Tor2 . Поскольку 
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горизонт конечен, прямая L должна пересекать границу дD. Теперь, ес­
ли во всех этих пересечениях граница дD лежит по одну сторону от L, 
близлежащая прямая, параллельная L, вовсе не имеет пересечений с дD, 
что противоречит предположению о конечности горизонта. Таким обра­

зом, дD лежит по обе стороны от L в их пересечениях. Остается доказать, 
что длины Lnk должны быть ограничены. 

УПРАЖНЕНИЕ 2.18. Предположим, что D не имеет каспов и грани­
ца дD не является фокусирующей; то есть все внутренние углы угловых 
точек положительны. Показать, что число столкновений на единицу време­

ни ограничено некоторой константой Mmax < оо. Указание: используйте 
лемму 2.10. 

2.6. Координатное представление потока 

Опишем поток Фt в координатах (х, у, w) на П, где q = (х, у) Е D. 
Здесь х и у - обычные декартовы координаты на плоскости и w Е [О, 27Г) 
обозначает угол, откладываемый против часовой стрелки, между положи­

тельной осью х и вектором скорости v. Для любого t Е .IR отображение Фt 
действует на П. Рассмотрим произвольную точку и ее образ: 

( - - -) Ф' ( + + +) 
х ,у ,w -+ х ,у ,w . 

Наша цель - вычислить производную отображения Фt. 
Если столкновений не происходит, то, согласно (2. 7), 

х+ = х- + t cos w, у+ = у- + t sinw, w+ = w-. (2.9) 

Предположим теперь, что существует ровно одно (регулярное) столкнове­

ние на некоторой границе Гi в течение интервала (О, t). Тогда прямое со­
отношение между (х-, у-, w-) и (х+, у+, w+) будет достаточно сложным. 
Чтобы упростить изложение, введем некоторые дополнительные перемен­

ные. 

Пусть (х, у) Е Гi обозначает точку столкновения, Т - касательный 
вектор к Г; в этой точке и -у - угол между Т и положительной осью х. 

Пусть в- - время столкновений, s+ = t - в-, и '!/; - угол между v+ и Т; 
см. рис. 2.8. Тогда 

х = х - s- cos (J) ' 

у =у - s- sin w , 

(J)- = 'У - 'lj;, 

х+ = х + s+ cosw+, 

у+= у+ s+ sinw+, 

w+ = 'У+ 'lj;. 

(2.10) 
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Рис. 2.8. Действие потока в координатах 

Продифференцируем ЭТИ уравнения. Пусть r - параметр длины дуги на гi, 
тогда 

ах= COS"(dr, 

dy = sin 'У dr, 

d'Y = -Kdr 

(знак d'Y полностью определен ориентацией Гi, как это оговаривалось 
в § 2.1). 

и 

и 

Дифференцирование (2.10) дает 

dx+ = cos "(dr + cos w+ d8+ - 3+ sin w+ dw+, 

dy+ = sin"(dr + sinw+d3+ + 3+ cosw+dw+, 

dw+ = -Kdr + dф 

dx- = cos"(dr - cosw-d8- + 8- sinw-dw-, 

dy- = sin')'dr - sinw-d8- - 8- cosw_dw_, 

dw- = -Kdr - dф. 

УПРАЖНЕНИЕ 2.19. Доказать, что 

dx+ /\ dy+ /\ dw+ = sin 'Ф dr /\ d8+ /\ dф 

(2.11) 

(2.12) 

(2.13) 
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где /\ обозначает внешнее умножение дифференциальных форм [Ar89, 
глава 7]. (Удобно использовать косокоммутативность du /\ dv = -dv /\ du 
и, в частности, du /\ du = О.) Читатель, незнакомый с внешними форма­

ми, может вместо этого непосредственно вычислить якобианы отображе­

ний (r,s,'lj;) г-+ (x±,y±,w±) и показать, что они равны ±sin'lj; соответ­
ственно. 

Заметим, что s- + s+ = t = const; следовательно, ds+ + ds- =О, и 

(2.14) 

УПРАЖНЕНИЕ 2.20. Используйте (2.9), чтобы показать, что если 
не происходит столкновений между точками (х-, у-, w-) и (х+, у+, w+), 
то (2.14) также выполняется. 

Индукция по числу столкновений приводит к следующему результату. 

Теорема 2.21. Поток Фt сохраняет форму объема dx/\dy/\dw; таким 
образом, он сохраняет меру Лебега dx dy dw на П. 

ЗАМЕЧАНИЕ 2.22. Мера Лебега на S1 в действительности представляет собой 
меру Лиувилля, соответствующую гамильтоновой системе (2.7)-(2.8). Этот факт 
часто приводИТся как «доказательство» инвариантности меры Лебега; однако мы 

избегаем этого доказательства, так как тяжело проверить, что правило столкнове­

ния (2.8) сохраняет гамильтоновый характер движения. 

Определение 2.23. Нормированная мера Лебега на П 

(2.15) 

(здесь l'DI обозначает площадь области 'D) - это каноническая вероятност­
ная мера, сохраняемая биллиардным потоком Фt. 

2. 7. Гладкость потока 

Лемма 2.24. Поток Фt является сR.- 1-гладким в точках, в которых 
происходят только регулярные столкновения. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Уравнения (2.11)-(2.12) показывают, что произ­
водная потока Фt выражается через кривизну К стенки Гi, которая, в свою 
очередь, соответствует второй производной СR.-функции fi(r). • 

Теперь предположим, что происходит скользящее столкновение билли­

ардной траектории между точками (х-, у-, w-) и (х+, у+, w+) на рассеи­
вающей стенке. Тогда несложно увидеть, что поток Фt не дифференцируем 
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Рис. 2.9. Скользящее столкновение; здесь поток непрерывен (но не дифференцируем) 

\ i / 
/ 

Рис. 2.10. «Веер», исходящий из угловой точки 7J. Показаны фазовые точки, первый 
контакт которых с 81J в прошлом происходил в угловой точке 

в ( х-, у-, 1.1.Г) (даже если он непрерывный; см. рис. 2.9). Оставим доказа­
тельство этого факта в качестве упражнения. 

Множество П\n (см. определение П в § 2.5) соответствует состояни­
ям ( q, v), на которых динамика определена только в течение ограниченно­
го временного интервала, пока траектория не сталкивается с угловой точ­

кой q' Е Г * (в прошлом или будущем). Состояния х Е П, самый первый 
контакт которых с Г (в прошлом или будущем) происходит в угловой точке, 

образуют двумерную поверхность в П; см. рис. 2.1 О. 
Так как поток сl'-l_гладкий при регулярных столкновениях, состоя­

ния, траектории которых ударяются об угловые точки в удаленном прошлом 

и удаленном будущем, образуют двумерные сl'-l_гладкие подмногообразия 
в П. Приходим к следующей теореме. 

Теорема 2.25. П\n - это счетное объединение двумерных подмного­
образий в П. 

Следствие 2.26. П - это плотное G0 множество полной меры Лебе­

га в П. 

Таким образом, в терминах инвариантной меры µп поток Фt определен 
почти везде. 
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2.8. Продолжение потока по непрерывности 

Продолжим поток Фt на все пространство П по непрерывности. 

УПРАЖНЕНИЕ 2.27. Показать, что поток Фt непрерывен на П (предпо­
лагая, как и ранее, тождество (q, v-) и (q, v+)). Обратите внимание: сколь­
зящие столкновения на рассеивающих стенках необходимо рассматривать 

очень осторожно; см. рис. 2.9. 

Так как П - это плотное подмножество П, поток Фt можно продол­
жить на все пространство П по непрерывности, но это продолжение может 

быть многозначным в некоторых точках; см., например, рис. 2.11. Различ­
ные продолжения фt для одной и той же точки х Е П называются ветвями 
(продолженного) потока. Для каждого t Е JR существует конечное число 
ветвей продолженного потока фt в любой точке х Е П. Число ветвей может 
расти неопределенно при t ---+ ±оо. 

Рис. 2.11. Многозначное непрерывное продолжение потока 

УПРАЖНЕНИЕ 2.28. Показать, что траекторию, ударяющуюся об угло­
вую точку, можно продолжить по непрерывности до двух (но не более) раз­

личных ветвей. При каких условиях эти продолжения совладают (то есть 

когда этот поток действительно является непрерывным) для траектории, 

ударяющейся об угловую точку? Ответ: ветви совладают тогда и только 

тогда, когда внутренний угол в угловой точке или равен нулю, или делит­

ся на 7Г (то есть 'У = О или 'У = 7r/n для некоторого п Е N). Подсказки: 
при 'У > О см. доказательство леммы 2.10; при 'У = О см. доказательство 

леммы 2.11. В обоих случаях для завершения доказательства требуется тща­
тельный геометрический анализ. 

УПРАЖНЕНИЕ 2.29. Определить, при каких условиях биллиардный по­
ток Фt имеет глобально непрерывное продолжение на все пространство П. 
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Ответ: это происходит тогда и только тогда, когда каждый внутренний угол 

или равен нулю, или делится на 7Г (как, например, биллиард в квадра­

те в § 1.2). 

2.9. Отображение столкновений 

Общепринято при изучении динамических систем редуцировать по­

ток к отображению с помощью построения сечения. Для заданного пото­

ка фt: n ---> п на многообразии n найдем гиперповерхность м с Q, транс­
версальную потоку так, что каждая траектория пересекает М бесконечно 
много раз. Тогда поток порождает отображение возвращения F: М ---+ М 

и время возвращения L(x) = min{s > О: Ф8 (х) Е М} на М такие, 
что F(x) = фL(х)(х). 

Рис. 2.12. Сечение потока 

И наоборот, для заданного измеримого пространства М, измеримого 

отображения F: М---+ Ми положительной функции L: М---+ Jl~+. можно 
построить пространство 

П = {(х, s): х ЕМ, О~ s ~ L(x)} 

и поток фt: П ---+ П, определяемый соотношением Фt(х, s) = (х, s + t), 
причем точки (x,L(x)) и (F(x),O) отождествляются. Поток Фt измерим 
на П. Если отображение F сохраняет вероятностную меру µ на М и 

L = j L(x) dµ(x) < оо, 
м 
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то поток сохраняет вероятностную меру µ 1 на П, имеющую вид 

--1 
dµ1 = L dµ х ds (2.16) 

(заметим, что локально эта мера является произведением мер и ее инвари­

антность под действием Фt является следствием теоремы Фубини). Отоб­
ражение F часто называется преобразованием на базе, L(x) - функцией 
потолка и Фt - специальным потоком (suspension flow) или потоком Ка­
кутани. Более подробное описание этих построений читатель может найти 

в [BrS02, с. 21-22], [DSOO, с. 26-28], [CFS82, с. 292-295] и [Pet83, с. 11]. 
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Рис. 2.13. Специальный поток 

м 

Для биллиардной системы гиперповерхность в П обычно строится 
на границе биллиардного стола, то есть на множестве Г х 8 1

• Однако в этом 
построении есть один тонкий момент: так как скорости векторов v- и v+ 
до столкновения и после столкновения (связанные соотношением (2.8)) 
отождествляются, то 8 1 эффективно преобразуется в полуокружность. Что­
бы учесть такое отождествление, обычно сечение описывается как множе­

ство всех векторов скорости после столкновения: 

М = UiMi, Mi = {х = (q,v) Е П: q Е Гi, (v,n);:::: О}, (2.17) 

где п-единичный нормальный вектор к Гi, направленный внутрь 'D. Мно­
жество М - это двумерное подмногообразие в П, называемое простран­

ством столкновений. 

УПРАЖНЕНИЕ 2.30. Пусть х = (q, v) Е мi. При каких условиях 
траектория Фtх определена на некотором м~ом интервале О < t < с;? От­
вет: q должна быть регулярной точкой (q Е Г) и должно выполняться или 
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неравенство (v, п) >О (регулярное столкновение), или (v, п) =О, но в по­
следнем случае Г i должна быть рассеивающей стенкой. 

Если траектория Фtх при х Е М определена в течение некоторого 
интервала времени (О, е), то она должна пересекать поверхность Г х S 1 

в будущем времени, т(х) > О, согласно лемме 2.14, а величина т(х) бу­
дет называться временем возвращения. Так как скорость полагается равной 

единице, то т ( х) также равно расстоянию, которое биллиардная траектория, 
выходящая из х, покрывает до следующего столкновения. 

Любая траектория потока Фt: Пс -> Пс (см. опреде~ние Пс в_§ 2.5) 
пересекает поверхность М бесконечно много раз. Пусть М = М n !1. Это 
соотношение определяет отображение возвращения 

:F: М->М, где :F(x) = фт(х)+ох. (2.18) 

Ниже будет рассмотрено продолжение :F до М \ М. Отображение :F ча­
сто называется бwшиардным отображением или отображением столкно­

вений. (Соответственно, М иногда называется фазовым пространством 
бwшиардного отображения :F.) 

2.10. Координаты для отображения и его особые точки 

Зафиксируем параметр длины дуги r на каждом участке Гi, так что r 
принимает значения из интервала [ ai, Ьi]. Разумеется, Ьi - ai = 1Гi1- Предпо­
ложим, что интервалы (а;, Ьi) не пересекаются в ffi.. На гладких замкнутых 
кривых Гi будем отождествлять ai = Ьi, таким образом делая r цикли­
ческим параметром. Для каждой точки х Е М, пусть ер Е [-?Г/2,?Г/2] 
обозначает угол между v и п, ориентированный, как показано на рис. 2.14. 

Тогда r и ер формируют координаты на М. Для каждой гладкой замк­
нутой кривой Гi многообразие Mi = Гi х [-1Г/2,7Г/2] - это цилиндр (по­
скольку r - циклическая координата), тогда как для каждой компоненты 

\О= о 

-1Г/2 

r 

Рис. 2.14. Ориентация r и \О 
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1Г/2 

о -

-1Г/2 
r 

Рис. 2.15. Компонента пространства столкновения М 

границы Гi многообразие Mi = [ai,Ьi] х [-1Г/2,п/2] будет прямоугольни­
ком; см. рис. 2.15. 

Введем обозначение 

(2.19) 

где множество {r = ai} U {r = Ьi} включается только для тех Гi, которые 
не являются гладкими замкнутыми кривыми (то есть где { ai} U { Ьi} - это 
истинная граница интервала [ai, Ьi]). 

Для любой точки х Е int М ее траектория Фtх определена по меньшей 
мере для О < t < т(х), то есть вплоть до следующего пересечения с М, 
при котором возможны три случая: 

(а) регулярное столкновение, то есть F( х) Е int М; 

(Ъ) скользящее столкновение на рассеивающей стенке, то есть .F(x) Е S0 ; 

(с) траектория ударяется об угловую точку и умирает. 

В последнем случае отображение F(x) не определено. Пусть 

S1 = So U {х Е intM: F 1(x) ф. intM}. 

Заметим, что S 1 \ S0 - это множество точек, где происходит событие (Ъ) 
или (с). 

УПРАЖНЕНИЕ 2.31. Показать, что множество М \ S 1 - открытое 
и в каждой точке этого множества отображение .F непрерывно и факти­
чески является локальным гомеоморфизмом. Проверить, что в каждой точ­

ке х Е S1 \ So отображение F разрывно. 
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УПРАЖНЕНИЕ 2.32. Проверить, что рассуждения выше можно приме­
нить к обратному отображению ;:-1 и множеству 

S_1 = So U {х Е intM: ;:- 1 (х) ~ intM}. (2.20) 

Показать, что F: М \ S1 -> М \ S_ 1 это гомеоморфизм. 

2.11. Производная отображения 

В этом параграфе проведем дифференцирование отображения столк­
новений :F в такой точке х = (r, ер) Е int М, что :F(x) = (r1 , ср 1 ) Е int М. 
Обозначим через (х, у) Е 8V и (х1, у1 ) Е 8V координаты граничных точек, 
соответствующих r и r1, а через u; - угол, образованный биллиардной тра­

екторией между этими точками и положительной осью х в R.2 ; см. рис. 2.16. 
Тогда 

Х1 - Х = TCOSUJ и у1 -у= тsinu;, (2.21) 

где т = т(х). Здесь используются символы 'У и 'Ч;, введенные в§ 2.6; см. так­
же рис. 2.16. Заметим, что 

'Ф = 7r/2 - <р, 

Рис. 2.16. Действие отображения в координатах 
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и напомним, что 
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ах= cos1dr, 

dfj = sin r dr, 

d1 = -!Cdr. 

Аналогичные обозначения 11 и ф1 используются в точке r 1 . Заметим, что 

Дифференцируя последнее уравнение, получим 

dw = -!Cdr + dф = -!С1 dr1 - dф1. 

Дифференцируя (2.21), имеем 

cos11 dr1 - cos1dr = coswdт - тsinwdw, 

sin11 dr1 - sin1 dr = sinw dт + т cosw dw. 

Исключая dт и используя (2.22), получим 

sin ф1 dr1 + sin ф dr = т dw. 

(2.22) 

(2.23) 

(2.24) 

Решая уравнения (2.23) и (2.24) для dr1 и d'Ф1 и заменяя фи 'Ф1 на 7r /2 - ер 
и 7r /2 - ip1 соответственно, получим 

- cos epi dr1 = (т!С + cos ер) dr + т dep, 

- cos epi dep1 = ( т!С!С1 +!С cos ер1 + !С1 cos ер) dr + 
+ (тlС1 +cosep1)dep. (2.25) 

Таким образом, получим производную D:F в точке х = (r, ер) в виде мат­
рицы 2 х 2: 

D :F-~ [ тlC+cosep т ] 
х - cos ер 1 тlClC1 + lC cos ер1 + lC1 cos ер тlС1 + cos ер1 · 

(2.26) 

Напомним, что отображение :F: М \ S1 ___, М \ S_1 является гомео­
морфизмом. Можно утверждать даже больше. 

Теорема 2.33. Отображение :F: М \ S1 ___, М \ S_ 1 является 
сt- 1-диффеоморфизмом. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Производная D:F выражается через кривизну lC 
и lC1 границы д'D, что соответствует второй производной сt-гладких функ­
ций fi: [ai, Ьi] ___, 1R2

. • 
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Выражение (2.26) показывает, что производные F не ограничены: они 
резко возрастают при cos ер 1 __,О, то есть когда точка х 1 близка к S 0 , а точ­

ках близка к S 1 . 

Будем называть множество S1 множеством особых точек для отоб­

ражения F. Аналогично, S_ 1 - это множество особых точек для отобра­

жения F-1 . Эти множества являются объединениями компактных гладких 
кривых (их точная степень гладкости будет определена позже); ер. с теоре­

мой 2.25. 

УПРАЖНЕНИЕ 2.34. Предположим, что горизонт ограничен. Показать, 
что S1 и S_1 - конечные объединения компактных гладких кривых. Если 
горизонт неограниченный, то S1 и S_ 1 - конечные, или счетные, объеди­
нения компактных гладких кривых. 

Определим по индукции 

(2.27) 

Нетрудно увидеть, что Sn+l и S-(n+l) - множества особых точек для отоб­

ражений p+l и F-(n+l) соответственно. Эти множества являются объеди­
нениями компактных гладких кривых. Таким образом, на множестве 

(2.28) 

все итерации F определены и сR- 1 -дифференцируемы. 
В результате отображение F полностью определяется (2.18) на плот­

ном G б подмножестве М С М полной лебеговой меры. Оно может быть 
продолжено по непрерывности на все М, но это продолжение может ока­

заться многозначным в некоторых точках. 

2.12. Инвариантная мера отображения 

Используя явную формулу для DxF (см. (2.26)), несложно увидеть, 
что 

det DxF = cos ер/ cos ер1. (2.29) 

Лемма 2.35. Отображение F сохраняет меру cos ер dr dep на М. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Используя (2.29) и делая замену переменных, по­
лучим 

j j cos ер1 dr1 dep1 = j j cos ер dr dep 

.F(A) А 

для любого борелевского множества А с М. • 
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r 

Рис. 2.17. Доказательство леммы 2.35 

Заметим, что 
7r/2 

j j cos<pdrd<p = j cos<pd<p j dr = 2 IГI. 
м -7r/2 г 

Определение 2.36. Нормированная мера на М, 

dµ = (2 IГl)- 1 cos <р dr d<p, 

является канонической вероятностной мерой, которая сохраняется билли­

ардным отображением :F. 

Согласно соотношению (2.16), поток Фt должен сохранять вероятност­
ную меру 

(2.30) 

где 

т = J т(х) dµ(x) 

м 

- это среднее время возвращения. Последнюю величину чаще всего называ­

ют средней длиной свободного пробега на биллиардном столе V (заметим, 
что время равно пути, так как скорость равна единице). Благодаря (2.13) 
соотношение (2.30) можно переписать в виде 

dµ1 = (2 IГl)- 1 т- 1 dх dy dw 

(здесь использовался тот факт, что sin 1/; = cos <р ). Сравнивая эту формулу 

с (2.15), приходим к выводу, что µ 1 = µri и, следовательно, нормализован­
ные коэффициенты для этих мер совпадают: 

2nlVI = 2 IГI т (2.31) 

(кроме того, это также доказывает, что т < оо). 
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УПРАЖНЕНИЕ 2.37. Показать, что почти для всех (по мере µ) то­
чек х Е М существуют пределы 

1 п . 1 п . 
Тх = lim - L т(:F'x) = lim - L т(F-'x), 

n---+oo n n---+oo n 
i=O i=O 

где тх - это F-инвариантная функция на М, удовлетворяющая соотноше-

нию ! тхdµ=т. 
м 

Указание: использовать эргодическую теорему Биркгофа. 

УПРАЖНЕНИЕ 2.38. Показать, что почти для всех (по мере µn) то­
чек Х Е [2 существуют пределы 

1
. т т 

тх = im - lim 
Т-юо nx (О, Т) - Т->оо nx ( -Т, О)' 

где nx(a,b) обозначает число столкновений траектории Фt(Х) в течение 
временного интервала а< t < Ь. Кроме того, показать, что тх = тх, если 
точки Х Е [2 и х Е М принадлежат одной и той же траектории. 

2.13. Средняя длина свободного пробега 

Соотношение (2.31) дает простую и элегантную формулу для средней 
длины свободного пробега на биллиардном столе 1): 

(2.32) 

Таким образом, средний свободный путь зависит только от площади и пе­

риметра области 1J, но не от ее формы. Это уравнение хорошо известно 
в интегральной геометрии и геометрической вероятности, где оно доказы­

вается различными методами [Mat75, Sa76]. 

УПРАЖНЕНИЕ 2.39. Вывести (2.32) путем прямого интегрирования 
тождества 2.13. Указание: заметим, что J ds+ = т. 

УПРАЖНЕНИЕ 2.40. Вычислить среднюю длину свободного пробе­

га на биллиардном столе 1J = Tor2 
\ Вг, где Br - это шар (диск) ради­

уса r; см. рис. 2.4. Ответ: т = (1 - 7Гr2 )/(2r). Заметим, что если r мало, 
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тот~ 1/(2r). Это соотношение можно проинтерпретировать в вероятност­
ном смысле: биллиардная частица, движущаяся свободно на единичном то­

ре, может случайным образом удариться о неподвижный диск Br с вероят­
ностью, равной его диаметру 2r; таким образом, среднее расстояние между 
столкновениями равно ~ 1 / ( 2r). 

Если горизонт ограничен, то т(х) ~ Tmax < оо; следовательно, все 
моменты функции т(х) конечны. Это свойство не обязано выполняться, 
если горизонт неограниченный, то есть при supт(x) = оо. 

о~ 
х 

о о о 
Рис. 2.18. Подсказка к упражнению 2.41 

УПРАЖНЕНИЕ 2.41. Рассмотрим биллиардный стол из упражне­

ния 2.40. Показать, что 

J [т(х)] 2 dµ(x) = оо. 
м 

Подсказки: сначала используем (2.13), чтобы заменить интеграл выше на 

(2IГl)- 1 /[т(r,r.p)] 2 cosrpdrdrp= (21Гl)- 1 J т(x,y,w)dxdydv.;, 
м n 

где т(х, у, VJ) - длина звена биллиардной траектории, проходящей через 
точку (х, у, w) Е П (звено между первым будущим столкновением и послед­
ним прошлым столкновением). Теперь рассмотрим «почти горизонтальные 

траектории» с w ~О, проходящие через точки (х, у) Е V, расположенные 
выше или ниже диска Br. Обратите внимание, что т(х,у,w),...., 1/w; таким 
образом, искомый интеграл расходится. 
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Функция т(х) может иметь положительную оценку снизу, как в по­
следних двух упражнениях. Однако если биллиардный стол имеет фокуси­

рующий участок границы или угловую точку с внутренним углом 1 < n, 
то minx т(х) =О. В этом случае важно распределение малых величин т(х). 
Читателю предоставляется возможность проверить следующие факты. 

УПРАЖНЕНИЕ 2.42. Показать, что если биллиардный стол имеет фо­

кусирующий участок границы, но не угловые точки, то µ{х: т(х) < eJ ~ 
~ const · е.2. Если биллиардный стол имеет угловую точку с внутренним 
углом/ < n и эта точка не касп, то µ{х: т(х) < е} ~ const · Е. Если 
стол содержит касп, то µ{х: т(х) < е} ~ const · е112 . Последний случай 
наиболее трудный; не следует ожидать легкого решения. 

УПРАЖНЕНИЕ 2.43. Определить множество положительных чисел а> О, 
для которых функция F(x) = [т(х)]-а интегрируема на М. 

Ответ: для трех случаев, описанных в предыдущем упражнении, этими 

интервалами будут соответственно (О, 2), (О, 1) и (О, 1/2). 

2.14. Инволюция 

Биллиардная динамика имеет важное свойство инволюции: для любо­

го х = ( q, v) Е n точка In ( х) = ( q, -v) удовлетворяет соотношению 

если только сам поток определен. Следовательно, инволюция In : n ----+ n 
антикоммутативна с потоком Фt, и этот факт можно записать как 

Очевидно, это означает, что если изменить скорость частицы на противопо­

ложную, то она повторит прошлую траекторию «в обратном направлении» 

(этот факт известен как обратимость времени в биллиардной динамике). 

Заметим, что отображение In также сохраняет меру µп. 
Отображение столкновений :F также допускает инволюцию, I, опре­

деляемую отображением ( r, ер) ~ ( r, -ер). Инволюция антикоммутативна 
с :F; то есть 

:F-k о I = I о :Fk, k Е Z, 

если только отображение Fk определено. Также заметим, что отображе­
ние I: М ----+ М сохраняет меру µ. 
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Рис. 2.19. Инволюция отображения :F 

УПРАЖНЕНИЕ 2.44. Рассмотрим вектор-функцию L: М-+ IR.2 , опре­
деленную в виде 

L(r,'P) = (х1 -x,'f}1 -у)= (тcosu.1,тsinu.1); 

см. рис. 2.16. Это первое направленное звено биллиардной траектории, вы­
ходящей из (r, 'Р)· Показать, что 

J Ldµ =О. 
м 

Указание: заметим, что L(x) = -L(I о F(x)), и затем используем инвари­
антность меры µ под действием F и I. 
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Показатели Ляпунова 

и гиперболичность 

В первом разделе этой главы напомним основные определения и фак­

ты, касающиеся показателей Ляпунова. Сведения приводятся в форме, 

удобной для описания биллиардов, но в действительности их можно ис­

пользовать для более общих классов отображений с особенностями. 

3.1. Показатели Ляпунова: общие факты 

Одними из главных инструментов при изучении дифференцируемых 

консервативных динамических систем являются характеристические пока­

затели Ляпунова; с их помощью измеряется устойчивость (или неустойчи­

вость) траекторий при малый возмущениях. 

Пусть М - компактное риманово многообразие (возможно, с границей 

и углами), N с М - открытое и плотное подмножество и F: N -+ М -
сr-гладкий (где r ;;:::;: 2) диффеоморфизм N на F(N). Заметим, что все 
итерации F определены на множестве 

N = nr::=-ooFn(N). 

Предположим, что F сохраняет вероятностную меруµ на Ми µ(N) = 1. 

Теорема 3.1 (Оселедец [Os68,Ru79,LS82,BP01]). Предположим 

j log+ llд"Fll dµ(x) < оо и 
м 

j log+ llDxF- 1
11 dµ(x) < оо, 

м 

где log+ s = max{log s, О}. Тогда существует F-инвариантное множе­
ство Н С N, µ(Н) = 1, такое, что для всех х Е Н и для некоторо­
го т = т(х) существует DF-инвариантная декомпозиция касательного 
пространства 

(3.1) 
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такая, что для всех ненулевых векторов v Е E~i) 

(3.2) 

д \ (1) \ (m) 
2 е Лх > · · • > Лх · 

Величины Л~i) называются показателями Ляпунова отображения F 

в точке х, а ki = dimE1iJ - их кратностями. Очевидно, показатели Ляпу­
нова могут быть определены в любой точке х Е N, где существуют DF-ин­
вариантная декомпозиция (3.1) и пределы (3.2) (независимо от инвариант­
ных мер). 

Из (3.2) следует, что показатели Ляпунова и их кратности инвариантны 
под действием отображения F. Если отображение F эргодическое, то пока­
затели Ляпунова >.(l) > ... > л(m) (также как и их кратности) почти везде 
постоянны. 

(i) 
Уравнение (3.2) можно переписать в виде llDxFn vll "'еплх (см. так-

же более точную формулу в упражнении 3.5). Если Л~) >О, то ненулевые 
касательные векторы v Е E~i) растягиваются экспоненциально (со скоро­
стью Л~i)) в будущем и сжимаются экспоненциально (с той же скоростью) 
в прошлом. Если Л~i) < О, то происходит наоборот. На языке теории диф­
ференциальных уравнений векторы v Е E1i) с Л~i) > О соответствуют 
неустойчивым возмущениям (начального условия х), а векторы v Е E~i) 
с Л~) < О соответствуют устойчивым возмущениям. 

Если Л~i) =О, то соответствующие касательные векторы не растягива­
ются и не сжимаются с экспоненциальной скоростью (но они могут растя­
гиваться или сжиматься более медленно, скажем, линейно по п; см. упраж­

нение 3.8 ниже). 

Определение 3.2. Говорят, что точка х Е М является гиперболической, 
если показатели Ляпунова существуют в х и ни один из них не равен нулю. 

х 

Рис. 3.1. Разложение касательного пространства ТхМ = Е':; Е& Е~ 



3.1. ПОКАЗАТЕЛИ ЛЯПУНОВА: ОБЩИЕ ФАКТЫ 73 

Для гиперболической точки х ЕМ имеет место декомпозиция 7;,,М = 
= E'/j; ЕЕ! Е~, где 

Еи _ ffi . E(i) 
х - w_л;;J>o х и 

(верхние индексы и и s обозначают неустойчивость и устойчивость соот­
ветственно). 

Очевидно, подпространства E'/j; и Е~ трансверсальны друг к другу, та­
ким образом, угол 'Уо ( х) между ними должен быть положительным. Однако 
если этот угол мал, то ситуация становится сложнее. Следующее дополне­

ние к теореме Оселедеца предоставляет возможность отчасти контролиро­

вать этот угол. 

Выберем такое а Е JR, что показатели Ляпунова отличны от а почти 
в каждой точке х Е М относительно меры µ. Введем обозначения 

Еа+ - m . E(i) 
Х - W_л~')>а Х ' 

Еа- - "' . E(i) 
Х - W_л~')<а Х 

(это обобщение Е'/:; и Е~, введенных ранее). Пусть 'Уа(х) обозначает угол 
между пространствами в~+ и в~-. 

Предложение 3.3 ( [KS86]). Почти для всех точек х Е М относи-
тельно меры µ 

(3.3) 

Другими словами, угол 'Ya(Fn(x)) может стремиться к нулю при n-+oo, 
но намного медленней, чем любая показательная функция. Это полезное 

дополнение к теореме Оселедеца; см. лемму 3.9 ниже. 

Определение 3.4. Отображение F называется гиперболическим, если 
почти все точки х Е М (относительно меры µ) являются гиперболичес­
кими. 

В заключение покажем важное различие между равномерной и нерав­

номерной гиперболичностью. Следующее упражнение поможет нам при­

близиться к этому вопросу. Предположим, что х Е М - это гиперболиче-

екая точка и 

Ах= min IЛ~i)I >О. 
i 

УПРАЖНЕНИЕ 3.5. Показать, что для любого малого с:> О существует 
такая константа С(х, с:) >О, что для всех n ~ 1 

Vv ЕЕ~ (3.4) 
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и 

'Vv ЕЕ~. (3.5) 

Указание: сначала показать, что для любого заданного ненулевого векто­

ра v Е Е'!; (соответственно v Е E%J существует константа С(х,с:), удо­
влетворяющая (3.4)-(3.5), которая может зависеть от v. Затем выберем ор­
тонормированный базис ei, ... , ek из Е'!; (соответственно Е~), гарантиру­
ющий, что (3.4)-(3.5) выполняются с той же самой постоянной С(х, с:) 
для всех базисных векторов е1 , ... , ek, и затем использовать неравенство 
треугольника, чтобы вывести (3.4)-(3.5) для произвольных векторов v. 

Если F - это гиперболическое отображение, то Лх >О и С(х, с:) > 0-
измеримые функции на М. Будем говорить, что гиперболичность равномер­

ная, если эти функции можно сделать постоянными. Или, что равносильно, 

говорят, что гиперболическое отображение F равномерно гиперболическое, 
если существуют такие Л > О и С > О, что для любого х Е М и всех n ~ 1 

(3.6) 

и 

'Vv ЕЕ~ (3.7) 

(всегда, когда существуют Е'!; и Е~). С равномерно гиперболическими бил­

лиардами мы встретимся в главе 4, а с неравномерно гиперболическими 
биллиардами - в главе 8. 

3.2. Показатели Ляпунова для отображения 

В этом параграфе рассмотрим применение общей теории показате­

лей Ляпунова к биллиардному отображению :F: М---+ М, сохраняющему 
меруµ. 

Теорема 3.6. Теорема Оселедеца применима к биллиардному отоб­

ражению :F, так что показатели Ляпунова существуют в почти любой 
точке х ЕМ (относительно мерыµ). 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Необходимо показать интегрируемость функ-

ций log+ llDxFll и log+ llDxF-1 ll на М. Благодаря свойству инволюции 
достаточно показать это только для Dx:F. Из (2.26) следует, что 
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где С > О - постоянная (заметим, что кривизна К стенки Г ограничена). 

Тогда 

J Iog+ !IDxFll dµ ~ J l logC + logcos<p1/ dµ ~ 
м м 

~ l logCI + (2 IГl)- 1 J l logcos<p1I cos<p d<pdr = 
м 

= jlogC/ + (2 jГj)- 1 J j logcos<pj cos<p d<pdr, 

м 

где на последнем шаге использовалось свойство инвариантности меры µ. 
Наконец, 

7Г /2 J /logcos<p/ cos<p di:pdr = /Г/ J /logcos<p/ cos<p dcp = 

м -7Г/2 

= IГI (2 - log4) < оо. (3.8) 

Теорема доказана. • 
ЗАМЕЧАНИЕ 3. 7. Условие ограниченности кривизны Г существенно в данном 

доказательстве. Стрельцин (Strelcyn) [St86, § 5.2-5.4] приводит пример биллиардно­
го стола, граница которого С00 -гладкая всюду, за исключением одной точки, в ко­

торой кривизна оказъmается бесконечной, для которой fм log+ llDxFll dµ = оо. 
Доказательство данной теоремы показывает роль особенностей в бил­

лиардной динамике. С одной стороны, их объединение имеет меру нуль 

и может быть отброшено. С другой стороны, взрывной рост производ­

ных в окрестности особенностей оказывает наиболее значительное влия­

ние на биллиардную динамику, и далее будет видно, что этот резкий рост 

определит наш анализ хаотических биллиардов. 

УПРАЖНЕНИЕ 3.8. Показать, что показатели Ляпунова для биллиард­

ного отображения в окружности (см. § 1.1) равны нулю в любой точке. Ука­
зание: будем работать в координатах (w, 'lj;), введенных в § 1.1; пусть век­
тор ( dw, d'lj;) обозначает касательный вектор, а ( dwn, d'Фп) = .rп ( dw, d'lj;) -
его образ. Дифференцируя два уравнения в следствии 1.4, приходим к со-

отношению D? = [ ~ 2
;] . Следовательно, образы касательных векторов 

могут расти не более чем линейно. 
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Так как dim М = 2, то в любой точке х Е М определены или 
один показатель Ляпунова А с кратностью два, или два показателя Ляпу­

нова А~1 ) > А~2), каждый с кратностью единица. 

Лемма 3.9. А~1) + А~2) =О (с точностью до множества меры нуль). 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть П - параллелограмм в 'ГхМ со сторона­

ми а и Ь, параллельными Е~1) и Е~2) соответственно. Его площадь рав­
на IПI = absin "(,где"( -угол между Е~1 ) и Е~2). Тогда DхР(П) - подоб­
ный параллелограмм в Т:г-пхМ, стороны которого обозначим через ап и Ьп, 
а угол между ними - через "fn· Следовательно, 

(3.9) 

По определению показателей Ляпунова, имеем 

n-1 loga /a-+A(l) 
п х ' 

при п -+ оо. С другой стороны, используя (2.29), получим 

[detDxP[ =cos<p/cos<pn, (3.10) 

где <р и 'Рп - <р-координаты точек х и Рх соответственно. Обратите 

внимание, что ft log cos 'Рп -+ О почти везде (из эргодической теоремы 
Биркгофа вытекает простое следствие: для любой интегрируемой функ­

ции g: М-+ JR почти везде ft g(Fnx) -+О). Логарифмируя (3.9) и (3.10) 
и поделив на п, перейдем к пределу при п -+ оо и, используя предложе­
ние 3.3, докажем лемму. • 

Ьn/"fn 1 
а 

Рис. 3.2. Доказательство леммы 3.9 

УПРАЖНЕНИЕ 3.10. Доказать, что если точках ЕМ имеет один по­

казатель Ляпунова Ах кратности два, то Ах = О (с точностью до множества 
меры нуль). 
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Итак, почти в каждой точке х Е М множество показателей Ляпунова 

(которое называется спектром Ляпунова) симметрично относительно нуля: 

или точка нуль - это единственный показатель Ляпунова (кратности два), 
или два несовпадающих показателя Ляпунова имеют равные абсолютные 

значения с противоположными знаками. В последнем случае точка х будет 
гиперболической. 

3.3. Показатели Ляпунова для потока 

Показатели Ляпунова для потока Фt: П ---+ П на многообразии П опре­
деляются по аналогии с (3.1)-(3.2): если существует Фt-инвариантное мно­
жество Нс Пи для каждой точки ХЕ Н существует такая DФt-инвари­
антная декомпозиция касательного пространства 

(О) (m) 
ТхП = Ех Е!Э ••• Е!Э Ех 

с некоторым т = т(Х), что для всех ненулевых векторов v ЕЕ~) 

lim 2_ log 1/DхФт v// = Л~), 
Т--+±оо Т 

(3.11) 

то Л ~), ... , Л c;J') называются показателями Ляпунова потока в точке Х Е П, 
а mi = dim Е~) - их кратностями. Значения Л ~ и их кратности инвариант­
ны относительно потока. Если поток эргодический, они постоянны почти 

везде. 

Выведем формулы для показателей Ляпунова биллиардного потока Фt. 
Продолжим использовать координаты, введенные в § 2.6. Рассмотрим точ­
ку Х=(х,у,w)ЕП и касательный вектор dX = (dx,dy,dw) Е ТхП. 
Обозначим через Xt = (xt, Yt, Wt) = Фt(Х) и dXt = (dxt, dyt, dwt) = 
= DxФt(DX) соответствующие им образы в момент времени t Е JR (везде, 
где поток Фt определен и гладкий в Х). 

Предположим сначала, что для некоторого с =/= О 

dx =с cosw, dy =с sinw, dw =О; (3.12) 

то есть касательный вектор dX параллелен направлению потока. Если это 
происходит перед столкновением, то из (2.12) следует, что 

dr = d'lj; =О и ds- =-с. (3.13) 



78 ГЛАВА 3 

Напомним, что ds+ = -ds-; следовательно, ds+ =с. Из (2.11) следует, что 

dx+ =с cosw, dy+ =с sinw, dw+ =О; 

таким образом, вектор DФt(dX) также будет параллелен направлению по­
тока после столкновения, а его длина не меняется. По очевидному индук­

тивному доказательству 

для всех t Е JR.. Другими словами, если придадим точке Х = (q, v) возму­
щение такое, что q смещается вдоль вектора v, а v остается неизменным, 
то новая точка Х' = (q + cv,v) будет удовлетворять условию Фt(Х') 
= Фt+с(Х) для всех t Е JR.. 

УПРАЖНЕНИЕ 3 .11. Проверить, что одномерное подпространство 

T]in с ТхП 

Tji П = { dX: sin w dx = cos w dy & dw = О} 

является DФt-инвариантным и показатель Ляпунова, соответствующий его 
векторам, равен нулю. (В действительности эти векторы не растягиваются 

и не сжимаются под действием потока; их образы имеют постоянную дли­

ну. Также заметим, что это свойство является общим для всех потоков, где 
частица движется с постоянной скоростью.) 

Другим важным следствием (2.11) является равенство 

cosw+ dx+ + sinw+ dy+ = cos'lj;dr + ds+, 

и, аналогично, из (2.12) следует, что 

Так как ds- = -ds+, то производная потока DФt сохраняет величину 
cosw dx + sinw dy, которая является проекцией вектора (dx, dy) на вектор 
скорости v = (cosw, sinw). То есть 

cos Wt dxt + sin Wt dyt = const 

для всех t Е JR.. 

Следствие 3.12. Если вектор (dx, dy) ортогонален v в момент време­
ни t = О, то ортогональность сохранится в любой другой момент. 
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Рассмотрим двумерное подпространство Т f П С ТхП 

Tf П = {dX: coswdx + sinwdy =О}. (3.14) 

Из предыдущего анализа следует, что ортогональная декомпозиция каса­

тельного пространства 

является DФt-инвариантной. 

УПРАЖНЕНИЕ 3 .13. Доказать, что если А~) # О - ненулевой показа­
тель Ляпунова с соответствующим подпространством Е~), то Е~) С Tf П. 
Указание: если ортогональная проекция вектора v Е Е~) на Т~ П не была 
бы нулевой, то ее длина была бы постоянной по времени, таким образом, 

величина llDxФt(v)ll не смогла бы сойтись к нулю при t-> ±оо. 

Дальнейший анализ будет ограничен двумерным касательным про­

странством Т f П. Для любой фазовой точки Х = ( q, v) Е П пусть 

t+(X) = min{t >О: Фt(Х) ЕМ} (3.15) 

и 

Г(Х) = max{t <О: Фt(Х) ЕМ} (3.16) 

обозначают время первого положительного и отрицательного моментов 

столкновений соответственно. Тогда получим две проекции П на М: 

(3.17) 

УПРАЖНЕНИЕ 3.14. Проверить, что для х ЕМ 

t+(x) = т(х), 

Г(Х) q v 

Х = (q,v) 

Рис. 3.3. Две проекции р±: П-> М 
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Производная DP+(X) отображает трехмерное касательное простран­
ство Txrl на двумерное пространство 'Т,;М, где z = р+(Х). Благода­
ря (3.13) ядром DP+(X) будет Tjl П; следовательно, линейное отобра-
жение 

(3.18) 

будет взаимно-однозначным. 

Это позволяет вычислить показатели Ляпунова для потока через по­

казатели отображения. Пусть Х Е П и z = р+(х). Предположим, 
что Л - это показатель Ляпунова отображения F в точке z, соответ­
ствующей касательному вектору dz = (dr, d<p) Е 'Т,;М. Обозначим 
через dX = ( dx, dy, d(J)) Е Т f П единственный прообраз dz = ( dr, d<p) 
для проекции (3.18). 

Сначала необходимо сравнить длины JJdXJ[ = J(dx)2 + (dy)2 + (dw) 2 

и [[dz[[ = J(dr)2 + (d<p) 2 • Так как dX по построению принадлежит про­
странству (3.14), имеем lldXll = J(df;,) 2 + (dw) 2 , где 

df;, = -sinwdx+coswdy. 

Из (2.12) следует, что 

df;, = cos<pdr - sdw, 

где s = t+(X); таким образом, 

d(J) =-К dr + d<p, 

dr = df;, + sdw, 
cos <р 

d 
Kdf;,+ (sK+cos<p)dw 

<р= . 
COSi.p 

(3.19) 

УПРАЖНЕНИЕ 3.15. Обозначим tx = max{t+(x), 1}. Показать, что 

и 

lldzll ~ const tx lldXJI 
1 cos 'PI 

[[dX[I ~ consttx [[dz[[, 

где постоянные множители определяются областью 'D. Как следствие, по­
лучим 

log [[dz[[ = log [[dX[[ + O(logcos<p) + O(logtx). (3.20) 

Теперь рассмотрим траекторию Фt(Х) на временном интервале (О, Т) 
и обозначим через п = nx(O, Т) число происходящих с ней столкновений. 
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Согласно (3.20), 

log \\DхФт(dХ)\\ = log \\DzP(dz)\\ + 
+ O(logcos<pп) + O(logtФтx), (3.21) 

где <рп - это <р-координата точки Fnz. Поделим (3.21) на Т и возьмем 
предел Т---+ ±оо. Согласно результату упражнения 2.38, 

1 
lim -Т log llDzP(dz)ii = т_Х1 Л. 

Т-->±оо 

Так как функция \ log cos <р\ интегрируема на М (см. (3.8)), получим 

~ log cos 4?п ---+ О (см. объяснение в доказательстве леммы 3.9). По той 

же самой причине~ logtФтx---+ О, так как функция logtx также интегри­

руема, поскольку даже tx интегрируема благодаря (2.32). Таким образом, 
получим 

(3.22) 

(с точностью до множества меры нуль). Это дает нам показатель Ляпунова 

для потока из (3.11). 
Подводя итоги, сформулируем теорему. 

Теорема 3.16. Поток Фt имеет нулевой показатель Ляпунова в под­
пространстве Tfl:П, и два других показателя Ляпунова пропорциональиы 
показателям отображения F: 

,(О) - Q 
лх - ' 

,(i)_--1\(i) 
лх - Тх лz ' i = 1,2, 

где z = р+(Х) и тх было введено в упражнении 2.38. Если л<;( # О 
для i = 1, 2, то соответствующие подпространства Е~) удовлетворяют 
условиям 

УПРАЖНЕНИЕ 3 .1 7. Проверить, что Л ~) + Л ~) + Л ~) = О с точностью 
до множества меры нуль. Указание: используйте лемму 3.9. 

Определение 3.18. Говорят, что точка Х Е n называется гиперболи­
ческой, если ее показатели Ляпунова существуют ил<;( -:f. О при i = 1, 2. 
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Согласно теореме 3.16, точка Х Е П является гиперболической тогда 
и только тогда, когда ее проекция Р+(Х) ЕМ является гиперболической; 
следовательно, гиперболичность биллиардного потока Фt эквивалентна ги­
перболичности отображения столкновений :F. 

3.4. Гиперболичность как источник хаоса 

Биллиардная динамика является детерминированной. Это означает, что 

для заданного положения q0 Е V и скорости v0 Е S 1 биллиардной частицы 
в момент времени t = О можно определить ее положение qt и скорость Vt 

в любой момент времени t Е JR, используя уравнения (2.7) и (2.8). Други­
ми словами, текущее состояние системы полностью определяет ее будущее 

и прошлое. 

Взглянем на детерминизм с практической точки зрения: позволит ли 

он определить аналитически или вычислить численно будущее и прошлое, 
зная состояние в настоящем времени? Для очень простых областей, таких 

как окружности или квадраты (глава 1), полное аналитическое решение воз­
можно. Но для более общих областей мы сталкиваемся с серьезными пре­

пятствиями. Аналитическое выражение qt и Vt можно относительно легко 

получить для малых t до тех пор, пока частица совершает очень немно­
го столкновений со стенками. Для больших t соответствующие выражения 
для qt и Vt становятся все более и более сложными, и в конечном счете их 

вычисление превращается в непосильную задачу. 

Пользуясь рекурсивным характером уравнений (2. 7) и (2.8), несложно 
провести численные компьютерные вычисления, но полученные результаты 

будут содержать ошибки округления, которые необходимо оценить. Для ма­

лых промежутков времени ошибки обычно имеют порядок текущей машин­

ной точности (скажем, ,.._, io-15 для арифметики двойной точности на со­
временных компьютерах), но для больших промежутков времени ошибки 

могут существенно расти, как это описано далее. 

Пусть Xs Е П обозначает истинное состояние движущейся частицы 
в момент s >О, а Xs = Xs+бXs - ее вычисленное состояние. Для малых s 
можно предположить, что llбXsll ,..__, 10-15 . В момент времени s + t можно 
ожидать, что 

(3.23) 

где бХ~ - дополнительная ошибка округления, возникающая во время вы­
числений Фи(Х0 ), s < и < s + t. Для простоты можно предположить, 
что \\бХ~\\,..., io-15 , но первое слагаемое в (3.23) может быстро возрастать 
в зависимости от производной Dx. Фt. 
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Если начальная точка Хо Е П имеет только нулевые показатели Ляпу­
нова, касательные векторы если и будут расти, то медленно, и первый член 

в (3.23) может оставаться малым для больших t. Но предположим, что Хо 
имеет положительный показатель Ляпунова Л > О; тогда 

Показательная функция елt может быстро увеличиваться с ростом t. Напри­
мер, если Л = 1, то в момент времени t = ln 1015 ~ 35 ошибки достигают 
порядка единицы! Тогда ошибки быстро превысят размер фазового про­

странства и сделают дальнейшие вычисления бессмысленными. 

Следовательно, если начальное состояние Хо Е П имеет положитель­

ный показатель Ляпунова, его далекое будущее практически невозможно 

предсказать даже приближенно! Аналогично, существование отрицатель­

ного показателя Ляпунова в Хо делает невозможным приближенный ана­

лиз его далекого прошлого. Если множество гиперболических точек имеет 

полную (или хотя бы положительную) меру, невозможность предсказать их 

долгосрочное поведение - типичная (или наиболее вероятная) ситуация . 

.,,.,,,..--- ..... 
" .... 

/ ' 1 \ 
1 \ 

1 1 
~-----!~..--, х 1 

\ s+t / 

' " ..... ..... ___ .... "' 
Хо 

х. 

Рис. 3.4. Возрастающая недостоверность аппроксимаций 

Описанные факты имеют далеко идущие последствия, которые можно 

охарактеризовать обобщенным термином - хаос. Наиболее важная черта 

хаотической системы состоит в том, что далекое будущее и прошлое стано­

вятся, по существу, независимыми от текущего состояния и могут быть опи­

саны только «в среднем», в терминах теории вероятности. В больших мас­

штабах времени развитие системы напоминает чисто случайный процесс; 

с практической точки зрения система ведет себя стохастически и должна 

быть изучена с помощью теории вероятности, включая использование ве­

роятностных мер и осреднения. 

Этот подход хорошо известен физикам, работающим с газами и жид­

костями; в этом случае молекулярная динамика, хотя теоретически и яв­

ляется детерминированной, на практике оказывается хаотической. Многие 
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базовые законы статистической механики были выведены, если предполо­
жить, что положения и скорости движущейся частицы (молекул и атомов) 

выбираются случайным образом, согласно некоторому вероятностному рас­
пределению, а затем результаты осредняются. Тот же подход успешно ис­

пользуется при изучении хаотических биллиардов, и он будет преобладать 

в последующих главах книги. 

3.5. Гиперболичность и численные эксперименты 

Нат анализ в предыдущем параграфе может навести на мысль (оши­
бочную), что численные вычисления для систем с гиперболическими точ­

ками в фазовом пространстве бессмысленны. Это не так; в действитель­
ности многие всесторонние компьютерные эксперименты бьши выполнены 

на различных хаотических моделях, и они точно описывают их долгосроч­

ное поведение. Причина в том, что в численных экспериментах обычно 

хотят получить типичную траекторию (с начальной точкой Х0 , выбран­

ной случайным образом), а не траекторию произвольной отдельной за­

данной точки Хо. И здесь в игру вступает следующая лемма об отсле­

ж:ивании (shadowing lemma). Сформулируем ее в контексте отображений, 
а не потоков. 

Определение 3.19. Пусть F: М __, М - обратимое отображение 

на метрическом пространстве. Для малых :5 > О конечная или бесконеч­
ная последовательность точек {хп}, n1 < n < n2 (n1 = -оо или n2 = оо, 
или возможны оба значения) называется 6-псевдотраекторией, если 

dist(F(xn), Хпн) < :5 

для всех n1 < n < n2 - 1. 

Если б =О, то Xn+l = F(хп), так что {хп} -истинная траектория точ­
ки х0 . Для малых б > О получим «почти правильную» точку Хп+l ::::;; F(хп) 
на каждой итерации F. Именно такая ситуация и наблюдается в числен­
ном эксперименте, где присутствуют ошибки округления. Следующий факт 

известен при исследовании гиперболических отображений. 

Факт (лемма об отслеживании): для любого с: > О существует б > О 
такое, что для любой б-псевдотраектории {хп}, n1 < п < п2 , существу­
ет Уо Е М такое, что 

dist(xn, Fn(Yo)) <с 

для всех n1 < п < n2. Говорят, что траектория у0 с-затеняет псевдотраек­
торию {хп}· 
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Заметим, что здесь нет ограничений на п1 и п2 ; затенение имеет ме­

сто на произвольно длинных, а также бесконечных, временных интерва­

лах. Лемма об отслеживании в указанной форме доказана в [Воw75,КН95] 

для диффеоморфизмов Аносова и Аксиомы А. Она также выполняется 

для псевдотраекторий хаотических биллиардов при некоторых дополни­

тельных условиях (которые лежат за рамками этой книги). Любопытно, 

что лемма об отслеживании справедлива для гиперболических систем, 

но не выполняется для многих более простых систем с нулевыми показате­

лями Ляпунова (в качестве легкого упражнения проверьте, что лемма не вы­

полняется для тождественного отображения на любом многообразии!). 

Итак, лемма об отслеживании утверждает, что вычисленная 8-псевдо­

траектория {хп} точки х0 остается с-близкой к истинной траектории дру­
гой фазовой точки у0 (в действительности точка у0 сама с-близка к х0). 

В экспериментах, где начальная точка х0 выбирается случайным образом, 
можно оспорить, что новая точка у0 будет так же «хороша», как случай­
ным образом выбранная х0 ; следовательно, общие результаты эксперимента 

должны быть в полной мере обоснованы. И широкий успех компьютерных 

экспериментов хорошо поддерживает эту логику. Тот факт, что истинная 

траектория Хо может быть очень удалена от вычисленной псевдотраекто­

рии {xn}, не важен здесь. Главное, что последовательность {хп} прибли­
женно является истинной траекторией системы. 

Вернемся к детерминизму: задача заключалась в том, чтобы предска­

зать будущее заданной фазовой точки х0 (представляющей истинное теку­
щее состояние системы). Лемма об отслеживании в этом вопросе помочь 

не сможет, так как она предсказывает траекторию некоторой близлежащей 

точки у0 i= х0 (в то же самое время известно, что истинная траектория х0 
может быть практически в любом месте фазового пространства). 

3.6. Координаты Якоби 

В этом параграфе вернемся к обсуждению биллиардного потока 
фt: !l -t !l. 

Анализ в § 3.3 предполагает более удобную систему координат 

(d'ГJ, d~, Ш.V) в трехмерном касательном пространстве ТхП, где 

dr; = cosl.V dx + sinl.V dy, d~ = - sinl.V dx + cosl.V dy. (3.24) 

Введенные координаты будем называть координатами Якоби (они порож­

даются так называемыми трансверсальными полями Якоби [Wo94], но эти 
поля не используются в этой книге). Заметим, что dr; - это компонента 
вектора ( dx, dy) в направлении вектора скорости v, а d~ - ортогональная 
ей компонента. 
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Для любого касательного вектора dX = (dry, d~, dw) обозначим че­
рез dXt = (dryt,d~t,dwt) = DxФt(dX) его образ в момент t Е IR. Со­
гласно результатам параграфа 3.3, линейное отображение (dry, d~, dw) ~ 
~ (dryt, d~t, dwt) определяется матрицей размера 3 х 3 

[

1 о 
DxФt = О х 

о х 

Нижний правый блок 2 х 2 (который необходимо определить; см. ниже) 
соответствует преобразованию (d~, dw) ~ (d~t, dwt)- Начиная с этого мо­
мента сузим отображение DxФt на подпространство Tf Пс координатами 
Якоби d~ и dw. Обозначим сужение через Di:Фt: Tf П---> ТФ~Х П. 

УПРАЖНЕНИЕ 3.20. Показать, что если не происходит столкновений 

между Х и ФtХ, то 

d~t = d~ + tdw, (3.25) 

следовательно, отображение DxФt на ТfП определяется верхней тре­
угольной матрицей 2 х 2 

(3.26) 

Далее рассмотрим действие DxФt при столкновении, используя обо­
значение §2.6. Из уравнений (2.11)-(2.12) следует, что 

dГ = +coscpdr - 8- dw-, 

d~+ = -coscpdr + 3+ dw+, 

dw- =-К dr + dcp, 

dw+ = -К dr - dcp 

(напомним, что 'Ф +ер = 1Г /2; следовательно, d'l/J = -dcp). Чтобы выразить 
действие потока «в момент столкновения», полагаем 8- = 3+ = О. Исклю­
чая dr и d'{J из уравнений выше, получим 

d~+ = -dC, 

dw+ = -RdC -dw-, п- 2)( . 
- coscp' 

(3.27) 

следовательно, действие потока при столкновении определяется нижней 

треугольной матрицей 

Ln = - [k ~] (3.28) 
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(будем называть n nap(l)l;lempoм столкновения). Поэтому отображение Л~-Фt 
(напомним, что это сужение DxФt на Tf П) в общем случае определяется 
произведением чередующихся верхней и нижней треугольных матриц: 

(3.29) 

где ti - это время i-го столкновения на временном интервале (О, t) 
и ni = 2Ki/ cos <pi - это параметр i-го столкновения. Чередование мно­
жителей И и L соответствует естественному чередованию интервалов сво­
бодного пробега и столкновений в биллиардной динамике. 

УПРАЖНЕНИЕ 3. 21. Пусть 'D - многоугольник. Показать, что в этом 

частном случае D;k:Фt = ± [~ п для всех t Е JR и всех точек Х Е П, 
где Фt определено. Затем доказать, что показатели Ляпунова для потока 
и отображения равны нулю всюду. 

3.7. Касательные и фронты волны 

Для гиперболических точек Х Е [l подпространства Е~) С ТхП, 
i = 1, 2, соответствующие ненулевым показателям Ляпунова, - одномер­

ные и принадлежат Т fn; сравни с § 3.3. В этом параграфе опишем дей­
ствие производной DФt на касательные L С Т f П. Любая такая прямая 
полностью определяется тангенсом угла наклона 

В= dw/df,, (3.30) 

в координатах Якоби df,,, dw на плоскости Т f П. Если df,, = О, то полага­
ем В= оо. 

УПРАЖНЕНИЕ 3.22. Знак В имеет следующий геометрический смысл. 
Напомним, что вектор (О, df,,) соответствует перемещению dq = (dx, dy) 

В>О В<О 

dq 
t 

tdv 
~~~~~~~~~~~ 

dq 
t 

q v q v 

Рис. 3.5. Геометрический смысл знака В 
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точки q = (x,v) в направлении, ортогональном v (см. (3.24)), и величи­
на d~ соответствует перемещению dv вектора v. Показать, что 13 >О тогда 
и только тогда, когда dq и dv имеют одно и то же направление; см. рис. 3.5. 

В дифференциальной геометрии, как правило, линии L в касательном 
пространстве к многообразию П в точке Х Е П ставят в соответствие глад­

кие ( С1 ) кривые на П, проходящие через Х, являющиеся касательными 
к линии L в Х. Это будет также полезно в нашем случае. 

Пусть "}'1 С П - кривая, проходящая через точку Х = ( q, v) и ка­
сательную к линии L с Т f П. Предположим сначала, что 13 =/=- оо. То­
гда проекция и' = 7r q ( "}'

1
) кривой 'У' на стол 'D является кривой, кото­

рая ортогональна к v в точке q. Каждая точка Х' = (q', v') Е 'У' двигает­
ся вдоль биллиардной траектории (q' + sv', v'), которая описывает отре­
зок прямой q' + sv' на биллиардном столе (здесь s должно быть мало, так 
что q' + sv' остается внутри 'D). Получим С1 -гладкое семейство направлен­
ных линий { q' + sv': ( q', v') Е 'У'} в области 'D. Это семейство двумерное, 
так как v' = v' ( q') - это функция q' Е и'. 

Обозначим через и ортогональное сечение этого семейства, проходя­

щее через q (это С1-гладкая кривая, которая ортогонально пересекает каж­
дую линию в нашем семействе; см. рис. 3.6). Если каждой точке q" Е и 
приписать единичный нормальный вектор v" к и, направленный по ходу 
движения, получим кривую 'У С П. 

Рис. 3.6. Ортогональное сечение семейства направленных линий 

УПРАЖНЕНИЕ 3 .23. Проверить, что кривая 'У содержит точку Х =( q, v) 
и является касательной к 'У', а следовательно к L, в точке Х. 

Определение 3.24. Гладкая кривая и С 'D, снабженная непрерывным 
семейством единичных нормальных векторов, называется фронтом волны. 

Так как каждая точка q Е и имеет вектор скорости vq, привязанный 
к ней, получим фазовое состояние (q, vq) Е П; таким образом, фронт волны 
становится кривой в фазовом пространстве 

"f={(q,vq)EП: qЕи}. 
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Заметим, что касательная Ту"! к 'У лежит в ТfП в каждой точке У Е '"'/,что 
делает фронты волны удобным инструментом при изучении биллиардного 
потока Фt. 

УПРАЖНЕНИЕ 3.25. Показать, что если 'У С П - это фронт волны, 

то для достаточно малого t кривая Фt ('У) - это тоже фронт волны. Указание: 
напомним, что DxФt(TfЩ = ТФ~хП. 

Например, если а с 'D - окружность, снабженная внешними еди­

ничными нормальными векторами, то образ Фt этого фронта волны бу­
дет концентрической окружностью, радиус которой растет с ростом t (это 
показывает, что фронты волны движутся как рябь на поверхности воды); 

см. рис. 3.7. 

Рис. 3.7. Движущийся фронт волны 

В образе Фt фронта волны 'У для больших t могут встречаться особен­
ности.Во-первых, гладкость Фt('"У) может быть нарушена в точках отраже­
ния от 8'D, но она тут же будет восстановлена после отражения; см. ниже. 
Во-вторых, фронт может схлопнуться (сфокусироваться), когда траекто­

рии его точек пересекаются друг с другом внутри стола 'D. Например, ес­
ли а С 'D - это окружность радиуса r > О, снабженная внутренним единич­
ным нормальным вектором, то в момент времени t = r весь фронт сойдется 
к центру этой окружности (будем говорить, что он сфокусировался). Но он 

сразу же восстанавливается (расфокусируется) после схлопывания и затем 

распространяется, как показано на рис. 3.7. 
Исключим из нашего анализа вырожденный случай В = оо. В этом 

случае не существует гладких фронтов волны, касательных к L в Х, 

но L может быть представлена «схлопывающиймся» фронтом следующим 
образом. 

УПРАЖНЕНИЕ 3.26. Пусть L С ТjП - касательная с В= оо. Пусть 
'У с П - гладкая кривая такая, что Х = (q,v) Е 'У и 1Гq('"'/) = {q}; то есть 
кривая 'У полностью фокусируется в q. Показать, что 'У является касатель­
ной к L. 
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Пусть Х Е !1 и L С ТjП - касательная с конечным утлом накло­
на В-:/= оо. Предположим, 'У С !1 - это фронт волны, касательный к L 
в точке Х = (q, v) и (J = 1Гq("f). 

УПРАЖНЕНИЕ 3.27. Проверьте, что В - это кривизна (J в точке q 
относительно нормального вектора v. (В действительности В традицион­
но вводится в литературе как кривизна фронтов волны. Здесь величина В 

вводится с помощью соотношения (3.30), так как это лучше соответствует 
нашему общему ходу мыслей.) 

Согласно упражнению 3.22 и рис. 3.5, знак В позволяет нам выделить 
следующие типы фронтов волны: 

(а) если В> О, то фронт - расходящийся (рассеивающийся); 

(Ь) если В< О, то фронт - сходящийся (фокусирующийся); 

(с) если В= О, то фронт - плоский (его векторы скорости параллельны). 

Случай В = оо соответствовал бы вырожденному ( схлопывающему или 
сфокусированному) фронту волны; в этом случае будем называть Х точкой 

фокусировки фронта. 

3.8. Непрерывные дроби, связанные с биллиардами 

Введем специальный инструмент для изучения биллиардов, который 

впервые использовал Я. Синай [Sin70,BS73], - непрерывные дроби. 

Рассеивающийся Плоский 

Е ~ 
В>О В=О 

Фокусирующийся Вырожденный 

~ х 
В<О В= оо 

Рис. 3.8. Типы фронтов волны 
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Пусть L С Tfrl - касательная с углом наклона В. Пусть Lt 
= DxФt(L) С TФ~xrl - ее образ в момент t, а Bt - ее угол наклона. 

УПРАЖНЕНИЕ 3.28. Показать, что если между Х и фt Х нет столкно­
вений, то 

в 1 
Bt = l+tВ = --1. 

t+­
B 

Указание: использовать (3.26). 

(3.31) 

Заметим, что Bt = оо в момент t = t* = -1/В согласно (3.31). Таким 
образом, любой фронт волны, касательный к линии L в точке Х, схлопы­
вается (фокусируется) в момент времени t* (если t* < О, то фронт уже 
схлопнулся в момент t*), за исключением случая, когда фронт перед этим 
ударяется об дV. Если фронт волны схлопывается в момент t*, точку Фt* Х 
будем называть точкой фокусировки в развитии фронта волны. Очевидно, 

соотношение (3.31) также остается справедливым после фокусирующего 
момента времени t*, так как фронт волны будет расфокусировываться и да­
лее двигаться гладко. 

УПРАЖНЕНИЕ 3.29. Показать, что если между Х и ФtХ не происхо­
дит столкновений и нет точек фокусировки, то (в обозначениях упражне­

ния 3.28) 
t 

j Bt dt = log(l + tB). 

о 

(3.32) 

Также проверить, что если существует точка фокусировки, то есть Bs = оо 
для некоторого О ~ s ~ t, то интеграл выше расходится. 

Лемма 3.30. Пусть t - время столкновений, то есть фt Х Е М. Тогда 
углы наклона до и после столкновений в- = Bt-o и в+ = Bt+o связаны 
между собой: 

в+ =R+в-, 

(R - параметр столкновений). 

R= 2К 
coscp 

(3.33) 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Доказательство легко следует из (3.27). Оставим 
его в качестве упражнения читателю. • 
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Рис. 3.9. Фронт волны, ударяющийся о стенку 

Формула (3.33) известна в геометрической оптике как уравнение зер­
кала (ер. [Wo86, с. 396]). Оно описывает преобразование фронта волны 
при столкновении с искривленной стенкой; см. рис. 3.9 (заметим, что если 
стенка плоская, то R =О и, таким образом, в+= в-). 

Комбинируя уравнения (3.31) и (3.33), получим формулу непрерывной 
дроби для угла наклона Bt 

t - tn + ----------------
1 

Rп + --------------
1 

в обозначениях (3.29). 

tn-tn-1 +------
1
--­

Rп-1 +-----
1 

·+ . --1 

tl +в 

(3.34) 

УПРАЖНЕНИЕ 3 .31. Пусть 'D - многоугольник. Показать, что ес­

ли В = О, то Bt = О для всех t Е IR.; то есть плоские фронты волны остаются 
плоскими в течение всего времени. Кроме того, показать, что если В i= О, 

то Bt ---+ О при t ---+ ±оо; то есть все фронты волны постепенно разгла­

живаются. Наконец, проверить, что сходимость здесь имеет порядок 1/ltl; 
то есть /Bt/ = 0(1/ltl) для больших itl. 

УПРАЖНЕНИЕ 3.32. Пусть 'D - единичный диск; см.§ 1.1. Для любо­
го ХЕ П рассмотрим его первую точку столкновения р+(х) = (r, <р) ЕМ 
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Рис. 3.10. Устойчивый фронт волны в диске фокусируется на половине пути между 
столкновениями 

и обозначим через tn моменты столкновений вдоль траектории Х (заметим, 
что т = tп -tп-l = 2 cos ер для всех п). Обозначим В* = -1/ cos ер= -2/т. 

(а) Показать, что если Bta+O =В*, ТО Btn+O =в* для всех п Е z (то есть, 
если фронт волны фокусируется посередине между двумя столкнове­

ниями, его образ останется фокусирующимся на половине пути между 

столкновениями; см. рис. 3.10). 

(Ь) Проверить, что или Bta+o :::;; -1/т, или иначе Bt1 +o < -3/т. Сде­
лать вывод, что существует по меньшей мере одна точка фокусировки 

(где Bs = оо) внутри временного интервала to < s < ti + т /3. 

(с) Показать, что если Bta+O =1 В*, ТО Btn+O -7 в* при п -7 ±оо; то есть 
все волновые фронты стремятся к единственному «устойчивому режи­

му», где они фокусируются на половине пути между столкновениями. 

(d) Проверить, что сходимость в (с) имеет порядок 1/[п[; то есть 

IBtn+D - B*I = 0(1/[п[) для больших [п[. 

Указание: Сначала показать, что Btn+i+O = -4/т + 1/(т + 1/Btn+o). За­
тем обозначить Zn = тВtп+о и переписать предыдущую формулу в ви­
де zп+l = -3 - 1/(1 + zп)· Таким образом, получим рациональное преоб­
разование JR. _, JR. с единственной неподвижной точкой z = -2, что при­
влекательно для нас. 

3.9. Якобиан для .касательных 

Выражение (3.34) определяет угол наклона линии Lt = DxФt(L) 
через угол наклона начальной линии L с Т f П. Однако отображе­
ние DxФt: L _, Lt не является изометрией; оно может растягивать или 
сжимать векторы dX Е L. Вычислим его якобиан. 
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Пусть (d~, dw) Е L и (d~t, dwt) = DxФt(d~, dw) Е Lt. Если не суще­
ствует столкновений между Х и Фt Х, то 

d~t = (1 + tB) d~, 

согласно (3.25). Как следствие (3.27), в момент столкновения \d~+I = \d~-1. 
Комбинируя эти уравнения, получим важную формулу 

ld~tl - пn 1 +1 
ld~I - i=O 1 + TiBi , (3.35) 

где то = ti, Ti = ti+l - ti для 1 :( i :( п - 1 и Tn = t - tn, все в обозначе­
ниях (3.34), и вt =в и вt = Bt;+O при 1 :::;; i :::;; п. 

Если на прямой L С Tf П ввести норму (метрику) с помощью \d~\, 
то (3.35) определяет якобиан линейного преобразования L-> Lt. Якобиан 
в евклидовой метрике l\dX\I = J(d~)2 + (dw) 2 имеет вид 

(3.36) 

УПРАЖНЕНИЕ 3.33. Показать, что если i-oe отражение происходит 
на плоской стенке (где К= О), то в выражении (3.35) 

то есть i-ым отражением можно эффективно пренебречь при вычислении 

якобиана. 

УПРАЖНЕНИЕ 3.34. Показать, что если Bs -!=- оо для всех О :( s :( t 
(то есть не существует точек фокусировки на траектории Х), то 

t 

ld~tl ! 
log ld~I = Bs ds. (3.37) 

о 

С другой стороны, если существует по крайней мере одна точка фокуси­

ровки, то интеграл расходится. Указание: используйте (3.32). 

В заключение заметим, что метрика ld~I определена на всех невы­
рожденных линиях (где В -!=- оо ). Нет необходимости вычислять якобиан 
для вырожденных линий, поэтому для упрощения формулы соответствую­

щего якобиана предпочтительней будет метрика ld~I; см. (3.35) и (3.37). 
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3.10. Касательные в пространстве столкновений 

Опишем действие производной Dx:F отображения столкновений на ка­
сательные L С 7;,М в пространстве столкновений. Любая такая касатель­
ная полностью определяется своим углом наклона: 

V = di.p/dr. (3.38) 

Для вертикальных линий, где dr = О, полагаем V = оо. 
Свяжем прямые L С 7;,М с касательными в Т f П, рассмотренными 

в § 3. 7, используя проекции р±, введенные в ( 3.17). Для заданной точ­
ки х = (r, 'Р) ЕМ рассмотрим два соответствующих фазовых состояния 

х+ = limФt(x), х- = limФt(x) 
tlO tjO 

непосредственно после и до столкновения в х соответственно. (Хотя 

в § 2.5 такие пары отождествлялись, здесь будем работать с ними как 

с разными состояниями). Используя обозначения (3.15)-(3.17), заметим, 
что t+(x-) = г(х+) =о и р+(х-) = р-(х+) = х. 

Теперь линейное отображение DP+(x-): Tf_ П ___, 7;,М взаимно­
однозначное (см. (3.18)). Обозначим через L- с Tf_ П прообраз пря­
мой L под действием этого отображения. Аналогично, отображение 

DP-(X+): Tf+ П ___, 7;,М - взаимно-однозначное, и через L+ с Tf+ П 
обозначим прообраз прямой L под действием этого отображения. 

Таким образом, любая касательная L С ТхМ в пространстве столк­
новений М соответствует двум специальным касательным в фазовом про­

странстве П: касательной «до столкновения» L - с Т f- n и касательной 
«после столкновения» L + с Т f + П по аналогии с построением выше. 
Пусть в- и в+ обозначают углы наклона прямых L - и L + соответствен­
но (см. формулу (3.30); связь между величинами определяется форму­
лой (3.33). 

УПРАЖНЕНИЕ 3.35. Показать, что 

V = в- cos 'Р + К = в+ cos 'Р - К, (3.39) 

где К обозначает кривизну границы дD в точке х. Указание: первое тожде­

ство следует из (3.19), где необходимо заметить, что s = О. 
Норма ld~I на прямых L+ и L- порождает (под действием отображе­

ний р-(х+) и Р+(х-) соответственно) такую же норму на прямой L, 
которая, благодаря (3.19), имеет вид 

11 (dr, di.p) llP = cos 'Р ldrl. 
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Эта норма часто называетсяр-нормой (читается как «п-норма») (илир-мет­

рикой) на касательных в пространстве столкновений М. р-норма определе­

на на любой прямой L, кроме вертикальной, то есть кроме V = оо. Благода­
ря (3.39) условие V = оо эквивалентно в- =в+ = оо для всех регулярных 
столкновениях (где ер =/- ±?Т /2). Таким образом, р-норма определена на всех 
невырожденных прямых. 

В заключение найдем якобиан отображения DxFn в р-норме. Пусть 
L С 7;,М и Ln = DxFn(L) обозначает образ L. Пусть Тп = т(Fп(х)) 
и B;t -утол наклона прямой после столкновений L"};, соответствующей Ln. 
Тогда для любого касательного вектора О =/- dx Е L 

(3.40) 

(это соотношение следует сразу из (3.35)). 
Евклидова норма ffdxff = J(dr) 2 + (dep) 2 связана с р-нормой соотно­

шением 

ffdxfl = fdrfv1 + v2 = ffdxffp J1 +(в+ cosep- К) 2 • 
cos ер 

(3.41) 

р-метрика более проста в использовании. Далее некоторые соотношения 

часто будут выводиться в р-метрике, а затем преобразовываться в евклидову 

метрику с ПОМОЩЬЮ (3.41). 

3.11. Устойчивые и неустойчивые прямые 

Пусть Х Е П - гиперболическая точка, а Е'Х_ и ЕХ_ обозначают од­

номерные подпространства, соответствующие ненулевым показателям Ля­

пунова; см. § 3.3. Обозначим их утлы наклона через ви(Х) и В8 (Х) со­
ответственно. Также будем считать, что Ви(Х) = В8 (Х) = О для всех 
негиперболических точек. Тогда ви и вs становятся измеримыми функпи­

ями на П. 
При а = и, s полагаем 

П~ ={ХЕ П: В°'(Фt(Х)) = оо для некоторого t Е JR}. 

Очевидно, П~ и П~ являются Фt-инвариантными множествами. 

УПРАЖНЕНИЕ 3.36. Показать, что если µп(П~) > О, то функ­
ция В°'(Х) не интегрируема. Указание: используйте упражнение 3.29. 
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УПРАЖНЕНИЕ 3.37. Пусть функция ви(х) интегрируема. Показать, 

что в почти любой гиперболической точке Х положительный показатель 

Ляпунова равен 

л+ = lim ~ lo ld~tl 
х t-.±oo t g id~I ' (3.42) 

где О-=!=- (d~, dw) Е Ех. Указание: используйте соотношения (3.35)-(3.36). 

Теорема 3.38. Предположим, что функция Ви(Х) интегрируема. То­
гда положительный показатель Ляпунова Л 1 - это среднее по времени 

т 

Лi = lim _Tl ! Ви(Фt(Х)) dt 
Т-+±оо 

о 

(с точностью до множества µп.-меры нуль). Кроме того, 

! Лi dµп.(Х) = ! Ви(Х) dµп.(Х) (3.43) 

п. п. 

(здесь считаем, что Л 1 = О для всех негиперболических точек Х Е П). 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Первое тождество следует из (3.42) и (3.37). Вто­
рое соотношение является следствием эргодической теоремы Биркгофа. • 

ЗАМЕЧАНИЕ 3.39. Аналогично, отрицательный показатель Ляпунова Л_Х мож­
но вычислить через функцию в•(х), если последняя интегрируема. 

Следует отметить, что функция ви ( Х) не интегрируема для некоторых 
больших классов хаотических биллиардов (см. ниже), так что ее интегри­

руемость - это отчасти ограничивающее условие. 

Далее рассмотрим пространство столкновений М. Пусть х Е М -
гиперболическая точка, а Е-::; и Е';, обозначают подпространства, соответ­

ствующие ненулевым показателям Ляпунова; см. § 3.1. Обозначим их уг­
лы наклона через vи(х) и V 8 (x) (см. формулу (3.38)), а углы наклона 
соответствующих прямых до столкновения и после столкновения в фа­

зовом пространстве - через ви±(х) и вs±(х) (ер. с § 3.10). Также бу­
дем считать, что V"'(x) = О и В"'±~х) = О (а = и, s) для всех неги­
перболических точек. Тогда V"' и В" становятся измеримыми функция­

ми на М. 
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УПРАЖНЕНИЕ 3.40. Пусть функция lоg+[ви+(х)] интегрируема; 
то есть 

j lоg+[ви+(х)] dµ < оо 
м 

(3.44) 

(здесь log+ t = max{log t, О}, как и в теореме Оселедеца). Показать, что 
почти в каждой гиперболической точке х положительный показатель Ляпу-

нова равен 

,+ _ 
1
. 1

1 
llDxFn(dx)llP 

Лх - lffi - Og 
1 

, 
n->±oo n l\dx IP (3.45) 

где О =/= dx Е E'J:;. Указание: использовать (3.41) и интегрируемость функ­
ции l log cos IPI. 

Теорема 3.41. Если неравенство (3.44) выполнено, то положитель­
ный показатель Ляпунова Л-;t" в точке х Е М - это среднее по времени 

n-l 

л;; = lim 3:. '""logil + т(Рх) ви+(:Рх)/ 
п~оо n L.J 

i=O 

(с точностью до множества µ-меры нуль). Кроме того, 

! л;; dµ(x) = ! log\1 + т(х) ви+(х)\ dµ(x) 
м м 

(3.46) 

(здесь предполагается, что л; = о для всех негиперболических то­
чек х ЕМ). 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Первое тождество следует из (3.45) и (3.40). Вто-
рое является следствием эргодической теоремы Биркгофа. • 

Последняя теорема имеет более широкий диапазон применения по срав­

нению с теоремой 3.38, так как в ней не требуется интегрируемости ви(Х). 

3.12. Энтропия 

Энтропия - это мера сложности динамической системы. Здесь будет 

рассматриваться так называемая метрическая энтропия (известная как эн­

тропия Колмогорова - Синая, так как она впервые была введена А. Колмо­

горовым и Я. Синаем в конце 1950-х годов). Основные определения чита­

тель может найти в приложении С, а более подробно с данной темой можно 

познакомиться в книгах [Pet83, Wa82, BrS02, МЕ81]. 
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Запишем связь между энтропией и показателями Ляпунова, которую 

сформулируем здесь в контексте биллиардов. 

Теорема 3.42. Метрическая энтропия потока Фt относительно ме­
ры µn имеет вид 

h(Фt) = j х~ dµn(X), 
[/, 

(3.47) 

где Л 1 - положительный показатель Ляпунова потока Фt в точке Х Е П 
(если показателя не существует, то полагаем >-1 =О). 

Метрическая энтропия отображения столкновений F относительно 
меры µ имеет вид 

h(F) = j л;t dµ(x), (3.48) 

м 

где л;;- - положительный показатель Ляпунова отображения F в точ­
ке х ЕМ (если показателя не существует, то полагаем л;;- =О). 

ЗАМЕЧАНИЕ 3.43. Формулы (3.47) и (3.48) справедливы для двумерных бил­
лиардов, где любая фазовая точка имеет не больше одного положительного пока­

зателя Ляпунова. В многомерном случае вместо одного показателя используется 

сумма всех положительных показателей Ляпунова. 

Тождество (3.48) известно как формула Песина. Оно было доказано 
Песиным для гладких отображений с абсолютно непрерывными инвари­

антными мерами и расширено Катком и Стрельциным (Strelcyn) [KS86] 
для более общих отображений с особенностями, включая биллиарды. Эн­

тропия потока Фt определяется как энтропия его отображения Ф1 для еди­
ничного времени (полученного при t = 1); следовательно, (3.47) - это 
частный случай общей формулы Песина для отображений с особенностя­

ми, выведенной в [KS86]. 

ЗАМЕЧАНИЕ 3.44. Как говорилось в § 3.4, биллиардная система становится 
хаотической, когда она имеет хотя бы один положительный показатель Ляпунова 

(на множестве положительной меры). Теперь ясно, что хаос в биллиардах эквива­

лентен положительности энтропии. 

Энтропия отображения и потока связаны классической формулой Аб-

рамова 

(3.49) 

Формула верна, в общем случае, для любого специального потока (suspen­
sion flow) и его преобразования на базе (Ьаsе transformation) (определенных 
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в§ 2.9); см. [АЬ59]. Благодаря (2.32) получим другое полезное соотношение: 

h(F) = кh(Фt) /V///Г/. 

УПРАЖНЕНИЕ 3.45. Вывести формулу Абрамова (3.49) для билли­
ардов в предположении, что отображение :F, а следовательно, и поток Фt 
являются эргодическими. Указание: заметим, что величина л; постоянна 
почти везде на М, Лi постоянна почти везде на S1 и функция тх (см. 
упражнение 2.38) постоянна почти везде на П; затем использовать теоре­
му 3.16. 

УПРАЖНЕНИЕ 3.46. Вывести формулу Абрамова (3.49) в предполо­
жении, что отображение :F не является эргодическим, но имеет конечное 
число эргодических компонент, то есть М = Uf=1Mi, так что для всех 
i = 1, ... , k имеем :F(Mi) = Mi ( mod О), µ(Mi) > О, и сужение :F на Mi 
является эргодическим. Указание: использовать теорему 3.16 и соотноше­
ние dµn(X) = -т- 1 dµ х ds; см. (2.30). 

Проверка формулы Абрамова (3.49) в более общем случае (когда эрго­
дические компоненты :F могут иметь нулевую меру) основывается на эрго­
дической декомпозиции; см. приложение С. 

ЗАМЕЧАНИЕ 3.47. Комбинируя (3.48) и (3.46), получим другую интеграль­
ную формулу для энтропии отображения: 

h(:F) = J log/1 + r(x) ви+(х)/ dµ(x) 

м 

(при условии, что (3.44) выполнено). Сочетание формул (3.47), (3.43) и (3.49) дает 
две эквивалентные интегральные формулы для энтропии потока: 

h(Фt) = j Ви(Х) dµr:i(X) = r- 1 J log/1+r(x)3и+(х)/ dµ(x). (3.50) 

!1 м 

Заметим, однако, что вторая формула справедлива при более общих условиях: она 

требует выполнения только мягкого предположения (3.44), тогда как первая форму­
ла требует интегрируемости функции Ви(Х) на П, что является достаточно огра­

ничивающим требованием. Позже мы увидим, что ви интегрируема для рассеи­

вающих хаотических биллиардов (глава 4), но не для фокусирующих хаотических 
биллиардов (глава 8). В действительности для последних µri(П~) = µri(П:'x,) = 1; 
таким образом, ви и в• никогда не интегрируемы. См. упражнение 3.36. 

УПРАЖНЕНИЕ 3.48. Предположим, что биллиардный стол D име­
ет по меньшей мере одну фокусирующую компоненту границы Гi С Г _ 
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(см. (2.5)) и почти все точки ХЕ П гиперболические. Показать, что 

µn(П~) >О; 

таким образом, функция ви(Х) не может быть интегрируемой. Указание: 
сначала предположим, что Г i - это круговая дуга; то есть ее кривизна по­

стоянна. Тогда из упражнения 3.32 (Ь) следует, что любая траектория, ис­
пытывающая по меньшей мере три последовательных столкновения в Гi, 
содержит точку фокусировки, следовательно, лежит в п~. Для произволь­

ной фокусирующей стенки используем аппроксимационное доказательство 

(напомним, что кривизна Гi является С1-гладкой). 

3.13. Доказательство гиперболичности: :конусные методы 

Завершим эту главу обсуждением общего метода для определения 

гиперболичности фазовых точек х Е М и построения их устойчивых 
и неустойчивых подпространств Е; и Е'/;. Будем использовать обозначе­

ния для биллиардов :F: М ~ М, но этот метод применим без изменения 
к любому типу отображений, введенных в § 3.1, если только dim М = 2 
(его можно распространить на любую размерность [Wo85], но здесь такой 
цели не ставится). Полагаем Хп = :Fn(x) для всех п Е Z. 

Основная идея построения неустойчивого пространства Е~ заключа­

ется в следующем: выберем несколько ненулевых векторов v_n Е Т,,,_пМ 
для п ;? О и затем перейдем к пределу 

(3.51) 

Безусловно, соотношение (3.51) может выполняться не для всех возмож­
ных вариантов {v-n}, но оно должно выполняться для типичных вари­
антов, как это предполагается в следующем (полуэвристическом) доказа­

тельстве. Предположим, что точка х, а следовательно Хп для всех п, ги­

перболическая. Тогда V_n = C-n,uV-n,u + C-n,sV-n,s, где V-n,u Е Е}/;_п 

и V-n,s Е Е~-п, - некоторые единичные векторы. Благодаря (3.2) 

где Лх > О - положительный показатель Ляпунова и W-п,и Е Е~ 
и W-n,s ЕЕ~ - некоторые единичные векторы. Теперь, если коэффициен­
ты С-п,и и C-n,s отделены от нуля и бесконечности, то есть 
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(3.51), очевидно, выполняется. В этом случае можно оценить показатель 
Ляпунова Ах > О через предел 

(3.52) 

Кроме того, как (3.51), так и (3.52) выполняются, за исключением случа­
ев, когда отношение /с-п,s/с-п,и/ растет при п -+ оо со скоростью е2.Л"п 
или быстрее. Таким образом, достаточно выбрать начальные векторы v_n 
не слишком близко к устойчивым пространствам Е~-п (очень мягкое тре­

бование, однако и его необходимо учесть!). 

Чтобы правильно выбрать v_n, Алексеев [А169] предложил метод ко­
нусов, который впоследствии стал почти универсальным. 

Определение 3.49. Пусть L с ТхМ - прямая и а Е (0,7Г/2). Ко­
нус С с осью L и углом раствора а - это множество всех касательных 
векторов v Е ТхМ, которые образуют угол::::;;; а с прямой L. 

Граница дС состоит из векторов, образующих угол а с L (включая 
нулевой вектор). 

Предположим, что нашлись конусы с; с ТхМ во всех (или почти 
во всех) точках х Е М (с осями Lx и углами раствора ах, являющимися 
измеримыми функциями х) такие, что 

(инвариантность) (3.53) 

и для всех v Е С; 

//DxF(v)// ~ A//v// (растяжение), (3.54) 

где Л > 1 - постоянная (независимая от х и v). 

УПРАЖНЕНИЕ 3.50. Предположим, что почти любая точках ЕМ -
гиперболическая и конусы с; удовлетворяют (3.53). Показать, что Е; с с; 
и Е~ \{О} С ТхМ \с; почти во всех х ЕМ. Затем показать, что 

(3.55) 

Этот результат доказывает (3.51) для любого выбора V_n Е с;_п. 

УПРАЖНЕНИЕ 3. 51. Предположим, что конусы с; удовлетворя­

ют (3.53) и (3.54). Показать, что почти любая точка х Е М имеет по­
ложительный показатель Ляпунова Ах ~ ln Л. 
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Чтобы аппроксимировать устойчивые подпространства Е%, и оценить 

отрицательные показатели Ляпунова, можно, аналогично, найти другую си­

стему (семейство) конусов с; с 7;,М таких, что 

Dx:F-1 (C;) С С}-1х (инвариантность) (3.56) 

и для всех v Е С%, 

(сжатие). (3.57) 

Можно применить результаты упражнений 3.50 и 3.51 (с очевидными мо­
дификациями); в частности, 

(3.58) 

Конусы с: называются неустойчивыми, а с; -устойчивыми конусами. 

_______ .,.. 

с~ 

Рис. 3 .11. Преобразование неустойчивого и устойчивого конусов 

ЗАМЕЧАНИЕ 3.52. Заметим, что свойства инвариантности (3.53) и (3.56) са­
ми ПО себе не влекут гиперболичности. Например, инвариантные конусы с-::; и с; 
можно построить для биллиардов в окружностях и квадратах (глава 1), которые 
не являются гиперболическими. Это построение предоставляется читателю в каче­

сnе упражнения; см. также § 8.4. 

ЗАМЕЧАНИЕ 3.53. М.Войтковский [Wo85, Wo86] доказал, что если конусы 
строго инвариантны, то есть 

Д":F(С~) с intC}x U {О} (3.59) 

и 

(3.60) 

тогда гиперболичность следует без предположений о растяжении и сжатии (3.54) 
и (3.57). Однако это справедливо только для симплектических отображений (в дву­
мерном случае симплектическое свойство эквивалентно сохранению абсолютно 

непрерывной меры). 
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ЗАМЕЧАНИЕ 3.54. Предположим, что существует невырожденная квадратич­
ная форма Qx, определенная на Т,,М, для любой точки х ЕМ такая, что 

(то есть Q монотонно растет под действием :F). Тогда конусы 

и С~= {Qх(и) :(О} 

строго инвариантны и гиперболичность :F следует из результатов Войтковского; 
см. выше. Заметим, что в некоторых случаях более удобно найти монотонно воз­

растающую квадратичную форму, чем строить инвариантные конусы; см" напри­
мер, [Mar88]. 

Наконец, очевидно, что условия (3.53)-(3.54) и (3.56)-(3.57) могут вы­
полняться только для равномерно гиперболических отображений (см. § 3 .1 ), 
что делает их достаточно ограничивающими. Для неравномерно гиперболи­

ческих отображений метод конусов можно адаптировать следующим обра­

зом. Предположим, что существует измеримая функция nx : М ----> N такая, 
что для всех п ? nx 

(возможная инвариантность) (3.61) 

и для всех v Е С~ 

llDxP(v)ll? Лjlvll (возможное растяжение), (3.62) 

и аналогичные модификации вносятся в (3.56) и (3.57). Тогда отображе­
ние F: М ----> М является гиперболическим и формулы (3.55) и (3.58) 
выполнены. 

Заметим, что если функция nx на М ограничена (то есть, что экви­
валентно, постоянная), отображение F в действительности является равно­
мерно гиперболическим. 



ГЛАВА 4 

Рассеивающие биллиарды 

4.1. Классификация и примеры 

В этом разделе будет представлен главный класс хаотических билли­
ардов. Впервые он бьш введен и хорошо изучен Я. Синаем [Sin70]. 

Определение 4.1. Говорят, что биллиардный стол D с JR2 (или 
D ~ Tor2 ) называется рассеивающим, если все его стенки Гi с Г = 8'D -
рассеивающие, то есть Г = Г +; ер. с § 2.1. 

В свою очередь, рассеивающие биллиарды можно классифицировать 
в соответствии со следующими атрибутами: 

(а) есть ли у стола D углы; если да, имеет ли он каспы; 

(Ь) если D ~ Tor2 , является ли горизонт ограниченным. 

Определим шесть подклассов (категорий) рассеивающих биллиардов: 

нет углов несколько углов, несколько каспов 

ограниченный горизонт 

неограниченный горизонт 

А 

в 

нет каспов 

с 

D 

Рис. 4.1. Биллиарды категорий Е (слева) и С (справа) 

Е 

F 
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УПРАЖНЕНИЕ 4.2. Пусть 'Dr = Tor2\Br, где Br -диск радиуса r >О. 
К какой категории принадлежит 'Dr? Ответ: к категории В при r < 1/2 
(см. рис. 2.4), к Е при r = 1/2 и к С при r > 1/2 (рис. 4.1). Биллиардный 
стол в форме ромба на рис. 4.1 (справа) достаточно популярен в численных 
экспериментах [CCG, GG94]. 

УПРАЖНЕНИЕ 4.3. Показать, что если область 1) принадлежит к кате­

гории А или В, то ее граница д'D является конечным объединением глад­
ких замкнутых кривых, каждая из которых охватывает выпуклую область. 

Затем доказать, что 1) ~ Tor2
; то есть 1J не может быть ограниченной об­

ластью в JR2 • 

Любая выпуклая область, окруженная гладкой выпуклой кривой Г i с Г, 
называется рассеивателем (scatterer). В биллиардах категорий А и В ча­
стица движется между рассеивателями и отскакивает от них (как в автомате 

для пинбола). 

Биллиардный стол типа А показан на рис. 4.2 (слева); у него два рас­
сеивателя (диски побольше и поменьше), которые расположены так, чтобы 
блокировать все возможные направления, в которых частица может дви­

гаться свободно, без столкновений. На рис. 4.2 (справа) показано универ­
сальное покрытие для Tor2

. 

УПРАЖНЕНИЕ 4.4. Можно ли построить биллиардный стол катего­
рии А с одним рассеивателем? 

Любая биллиардная траектория на столе 1) С Tor2 типа А или В мо­
жет быть преобразована из тора в универсальное покрытие JR2 ; см. пример 
на рис. 4.2. Тогда получаются траектории, движущиеся на неограниченном 
столе с бесконечным числом периодически расположенных рассеивателей. 

Tor2 

1 __ .... 

переход к JR2 

Рис. 4.2. Биллиард категории А 
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УПРАЖНЕНИЕ 4.5. Найти периодическую траекторию на столе 

'[) с Tor2 , показанном на рис. 4.2 (слева), такую, что ее «преобразован­
ная сестра» на рис. 4.2 (справа) не является периодической. 

В физике модель, состоящая из точечной частицы, движущейся меж­

ду бесконечным числом непересекающихся выпуклых тел в пространстве, 

известна как газ Лоренца. Это понятие бьшо введено Лоренцом в 1905 го­
ду [Lo05] при описании движения электронов в металлах (тела представля­
ли тяжелые молекулы). В нашем случае получается двумерная версия этой 

модели, в которой тела (рассеиватели) расположены периодически. Этот 

вариант называется плоским периодическим газом Лоренца. 

УПРАЖНЕНИЕ 4.6. Показать, что для биллиардов категорий А и В 
функция т(х), определенная в § 2.9, имеет положительную нижнюю гра-
ницу: 

т(х) ;;:: 'Тmin >О 'Vx ЕМ ( 4.1) 

(тmin - минимальное расстояние между рассеивателями). С другой сторо­
ны, для категорий А, С и Е эта функция имеет верхнюю оценку: 

т(х) ~ 'Тmах < 00 'Vx ЕМ. (4.2) 

Несмотря на то что все типы рассеивающих биллиардов технически 

достаточно сложны, некоторые из них сложнее, чем другие. По нашему 

мнению, их уровень сложности описывается приблизительно следующей 

диаграммой: 

«легкие» 

средние 

трудные 

А 

в,с 

D,E,F 

Исторически все главные свойства рассеивающих биллиардов (гипер­
боличность, эргодичность, перемешивание Бернулли, оценки корреляций, 

центральная предельная теорема и т. д.) впервые были доказаны для кате­

гории А. Большинство из них позже бьшо расширено до категорий В и С, 

но это всегда требовало дополнительных усилий и специальных подходов. 

Категории D, Е и F (как наиболее сложные и, возможно, наименее интерес­
ные) остаются практически неисследованными. 

В данной книге основное внимание уделяется главной категории А, 

но некоторые замечания и упражнения посвящены другим категориям. Что­

бы избежать путаницы, будем использовать простое соглашение: все глав­

ные результаты будут относиться к категории А, если не оговорено другое. 
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4.2. Другая механическая модель 

В этом параграфе опишем механическую систему двух жестких дис­

ков, которая сводится к рассеивающему биллиарду. Эта механическая мо­

дель фактически является прототипом всех рассеивающих биллиардных 

столов и моделью, которая мотивировала Синая ввести рассеивающие бил­

лиарды после исследования движения жестких дисков и жестких шаров 

в 1960-х годах. 

Рассмотрим два одинаковых диска единичной массы т = 1 и ма­
лым радиусом r, движущиеся по единичному тору Tor2 без препятствий 
и стенок любого типа. Диски движутся свободно, с постоянной скоростью 

и сталкиваются друг с другом упруго, как описано ниже. 

Пусть диски сталкиваются; обозначим их векторы скорости перед 

столкновением через и_ и v_. Пусть L обозначает общую касательную 
к дискам в момент столкновения. Для любого вектора v обозначим соот­
ветственно через v..l и vll его перпендикулярную и параллельную относи­
тельно прямой L компоненты. Назовем vll тангенциалыюй компонентой v, 
а v..l - нормальной компонентой v. 

Согласно закону упругого столкновения, векторы скорости после 

столкновения дисков имеют вид 

U = U[[ + VJ_ + - - и (4.3) 

Другими словами, векторы скорости сохраняют свои тангенциальные 

компоненты, но обмениваются своими нормальными компонентами; 

см. рис. 4.3. Заметим, что из этого правила следует сохранение полной 
кинетической энергии 

до: 

Рис. 4.3. Упругое столкновение двух дисков 
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и ПОЛНОГО импульса 

и+ + v+ = и_ + v_ 

(напомним, что диски имеют единичную массу). 
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Согласно закону сохранения полного импульса, центр масс (хе, Ус) 
движется по тору с постоянным вектором скорости. Это простое пе­

риодическое или квазипериодическое движение (см. приложение С), ис­
ключим его из рисунка, предполагая, что полный импульс равен нулю; 

то есть и + v = О для всех моментов времени. 
Теперь центр масс находится в покое. Точнее, пусть величины 

О,,; х,у,,; 1 обозначают прямоугольные координаты на Tor2
, а (х 1 ,у1 ) 

и (х2 , у2 ) - центры наших дисков. Выберем систему координат так, что 
в начальный момент времени центр масс 

и 

совпадает с центром тора ( ~, ~) ; эквивалентно, 

и У1+У2=1. ( 4.4) 

УПРАЖНЕНИЕ 4.7. Проверить, что уравнения (4.4) выполнены в лю­
бой момент времени; следовательно, центр масс остается постоянным: 

Хе=~ и Ус=~· Указание: напомним, что х и у - циклические координа­
ты, так что они периодически увеличиваются или уменьшаются на единицу. 

Затем показать, что если, например, значение х1 увеличивается на единицу, 

то значение х2 должно уменьшиться на единицу и т. д. 

Диски сталкиваются друг с другом, если только расстояние между их 

центрами равно 2r, то есть если 

(х1 - Xz + т)2 + (у1 - Yz + п) 2 = (2r) 2 

для некоторого т =О, ±1 и п =О, ±1. Благодаря (4.4) это условие эквива­
лентно соотношению 

1-т 1-п 2 ( )2 ( )2 
Х1 - -2- + Yl - -2- = r . (4.5) 

УПРАЖНЕНИЕ 4.8. Показать, что уравнение (4.5) определяет четыре 

окружности радиуса r с центрами в (О, О), (О, ~), О, О) и ( ~, ~). 
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Пусть ([))i, 1 ~ i ( 4, - окружности (4.5). Исследуем преобразование 
векторов скорости и и v при столкновении. Так как и + v = О, очевидно, 

что и~ = -v~ и и~ = -v~ в обозначениях ( 4.3); следовательно, 

и = и11 
- u..L + - - и v+=v~-v~. 

Друтими словами, каждый вектор скорости отражается от общей касатель­

ной L, проведенной к сталкивающимся дискам. Заметим, что L параллель­
на касательной к окружности ([))i, на которой лежит точка (х 1 , у1 ) в момент 

столкновения. Также заметим, что величины //и// = /lv/I = ./2/2 остаются 
постоянными по времени. 

Следовательно, центр ( х1 , у1 ) первого диска движется по Tor2 с посто­
янным вектором скорости, пока не столкнется с одной из окружностей ([))i· 
В этом случае его скорость отражается по касательной к этой окружности 

в точке удара и т. д. Получим в точности биллиардную траекторию1 на сто­
ле Tor2 

\ U([))i· 

УПРАЖНЕНИЕ 4.9. Используя симметрию, свести эту модель к билли­
арду на «четверти тора» [О, 1/2] х [О, 1/2] с единственным крутовым рассе­
ивателем радиуса r. 

УПРАЖНЕНИЕ 4.10. Определить, как тип результирующего рассеива­

ющего биллиарда меняется с изменением r и что это означает в терминах 
механики. Указание: использовать упражнение 4.2. Ответ: биллиард имеет 
тип В при r < 1/4 (диски достаточно малы и двигаются вокрут свободно), 
тип Е при r = 1/4 и тип С при r > 1/4 (диски слишком велики и блокируют 
друт другу путь на торе). 

4.3. Рассеивающиеся фронты волны 

В рассеивающих биллиардах кривизна границы д'D положитель­

на}(> О, и, благодаря предположению АЗ, можно записать для нее верх­

нюю и нижнюю оценки: 

О< Kmin ( }( ( Kmax < 00. 

Напомним, что касательные L с ТfП в фазовых точках ХЕ П могут ха­
рактеризоваться углом наклона В = dw / d~ и могут представляться с пом о-

1 Чтобы быть точным, точка (х1, Yl) движется с постоянной, но не единичной, скоростью. 
Можно изменить масштаб по времени (упражнение 1.1 О), чтобы получить приюпую единич­
ную скорость. 
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щью фронтов волны (кривизна которых равна В); ер.§ 3.7. Рассеивающиеся 
фронты волны имеют положительную кривизну В> О. 

Лемма 4.11. Если касательная L С Т f П имеет поло:ж:ительный угол 
наклона В> О, то ее образ Lt = DxФt(L) будет иметь поло:ж:ительный 
угол наклона Bt > О для всех t > О. Другими словами, рассеивающиеся 

фронты волны остаются рассеивающимися в будущем. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Достаточно использовать простое доказательство 

по индукции, основанное на (3.31) и (3.33), так как n = 2К/ cos t.p > О 
при каждом столкновении. 8 

Рассеивающиеся фронты волны играют важную роль при исследова­

нии рассеивающих биллиардов. В первых нескольких параграфах этой гла­

вы представим необходимые технические средства для анализа фронтов 

волны. Во многих отношениях рассеивающиеся фронты волны напомина­

ют неустойчивые орициклы в геодезических потоках на многообразиях от­

рицательной кривизны. 

Параметр столкновения n = 2К / cos t.p отделен от нуля: 

R) Rmin: = 2Kmin >О. (4.6) 

Кроме того, для почти скользящих столкновений, где cos <р ~ О, существует 
лучшая оценка, 

(4.7) 

где О < С1 < С2 - постоянные. Например, если почти скользящее столк­

новение происходит в момент t, то Вно > R ) С1 / cos t.p может быть 
произвольно большим. 

ЗАМЕЧАНИЕ 4.12. Очевидно, что некоторые величины, такие как R и Bt+o 
в данном примере, растут до бесконечности (взрываются) при cos ер -+ О. Такая 

ситуация типична для рассеивающих биллиардов. Почти скользящие столкновения 

(где cos ер :::::: О) часто вызывают трудности и требуют специальной обработки. 

Соглашение. Будем записывать неравенства, подобные (4.7), более коротко 
в виде R::;::: 1/ cos t.p. Или в более общем виде, 

F ::;::: G 

где постоянные О < С1 < 0 2 зависят только от стола D. 

Далее заметим, что плоский фронт (В = О) останется плоским вплоть 

до первого столкновения с д'D, после которого он становится рассеиваю­

щимся и остается таким навсегда; то есть Bt > О для всех t > t+(X); 
см. (3.15). 
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Далее будет рассматриваться долговременная эволюция рассеиваю­

щихся фронтов волны, так что будем всегда предполагать, что наши фронты 
являются рассеивающимися некоторое время в прошлом. 

Графиком Bt является пилообразная кривая: при каждом столкнове­
нии она совершает скачок на соответствующее значение n. Тогда между 
столкновениями график убывает по гиперболе (горизонтальная асимптота 

которой В = О) и т. д.; см. рис. 4.4. 

в 

- - - - -::._-:.. "":_ ----=-----.___- - - - t 

Рис. 4.4. Функция Bt для рассеивающегося фронта 

УПРАЖНЕНИЕ 4 .13. Пусть величины В, В' > О обозначают кривизну 
двух рассеивающихся волновых фронтов в одной точке Х. Показать, что 

если В > В', то Bt > Щ для всех t > О (монотонность сохраняется в буду­
щем). 

Для рассеивающихся волновых фронтов в биллиардах с конечным го­

ризонтом (категорий А, С и Е) функция Bt отделена от нуля: 

/ 
>о. 

Tmax + 1 'Rmin 

1 
(4.8) 

Лемма 4.14. Если касательный вектор (~,dw) Е T}rl имеет 
положительный угол наклона dw / df, > О, то его образ ( df.t, dwt) = 
= DxФt(df,, dw) будет монотонно возрастать; то есть для любого 
О < t' < t" имеем 

и 

(другими словами, рассеивающиеся фронты волны монотонно расширяют­

ся в будущем). 
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ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Благодаря предыдущей лемме Bt = dwt/d~t > О 
для всех t >О, и, согласно (3.37), получим :t log [d~tl = Bt >О. Монотон­
ность (нестрогая) [dwt [ теперь следует из (3.25) и (3.27). • 

ЗАМЕЧАНИЕ 4.15. Для категорий А, С и Е имеем :t log ld~t 1 ;:::: Brnin; следо-
вательно, 

(4.9) 

Таким образом, рассеивающиеся фронты волны растут экспоненциально все время. 

Рис. 4.5. Распространение рассеивающегося фронта волны 

Проведем оценку Bt для волновых фронтов в моменты столкно­

вений. Будем использовать следующее обозначение: для заданной точ­

ки х = (r, i.p) ЕМ обозначим через Хп = (rп, 1.Рп) = :;:п(х) ее обра­
зы, а через Кп, 'Rn и т. д. - соответствующие параметры в точке Хп. 
Для заданного фронта волны, движущегося вдоль траектории х, его об­

раз при п-ом столкновении порождает касательную Ln с ТхпМ; обо­
значим через Vm в;= и т. д. соответствующие величины, определенные 
в предыдущих главах. Обозначим через tn время п-го столкновения, а че­
рез Тп = r(хп) = tn+1 - tn - интервалы между столкновениями. 

Следующие оценки промежуточные: для любого рассеивающегося 

волнового фронта 

в; ?: 'Rmin/ cos 1.Рп 
и, более того, для биллиардов категорий А и В 

в;; ~ в;;,ах: = 1/rmin 

и 

в;; ;::::: 1/ cos 1.Рп· 

(4.10) 

( 4.11) 

(4.12) 
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ЗАМЕЧАНИЕ 4.16. Инволюция, введенная в §2.14, устанавливает простую 
и явную сопряженность между Фt и Ф-t, а также между :F и :F-1 . Это позво­
ляет нам «обратить время» и связать свойства Ф-t и :F-1 со свойствами Фt и :F 
соответственно. Например, лемма 4.11 имеет свой аналог для «обратного течения 
временю>: из В < О следует, что Bt < О для всех t < О; то есть фокусирующиеся 
фронты волны останутся фокусирующимися в прошлом (заметим, что инволюция 

трансформирует рассеивающиеся фронты волны в фокусирующиеся и наоборот). 

Почти любое утверждение, касающееся :F или Фt, имеет свой аналог для «обратно­
го хода времени», но в данной книге не всегда об этом будет упоминаться явно. 

4.4. Гиперболичность 

Лемма 4.11 позволяет построить неустойчивые конусы С'//; для отоб­

ражения :F: все фронты волны, которые являются рассеивающимися или 
плоскими после достижения точки х (то есть такие, что в- ~ О), в соот­
ветствии с (3.39) образуют конус 

с;= {(dr,drp) Е ТхМ: К~ drpfdr ~ оо}. 

Из леммы 4.14 легко получить инвариантность С'//; в смысле (3.53), но мы 
докажем более строгое утверждение. 

УПРАЖНЕНИЕ 4.17. Для любой точки х0 ЕМ, используя (3.31) 
и (3.33), вычислить верхнюю границу Vup и нижнюю границу Vio кону­
са Dx0 :F(C'/:;

0
) С Тх 1М в точке х1 = :F(xo). Ответ: 

V 
_ v coscp1 

up - "-'1 + ---, 
то 

V 
_К. coscp1 . 

!о - 1 + j К. , 
то+ cosrpo 2 о 

см. обозначение в предыдущем параграфе. 

Лемма 4.18. Конусы С~ строго инвариантны: 

Dx0 F(C;
0

) с intC;
1 

U {О}. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Из предыдущего упражнения К.1 < Vio < Vup < оо . 

• 
УПРАЖНЕНИЕ 4.19. Показать, что более узкие неустойчивые конусы, 

имеющие вид 

С'/);= {(dr, drp) Е ТхМ: /С~ drp/dr ~К+ cosrp/т-1}, 

строго инвариантны. Также проверить, что Dx0F(C~0 ) С ~1 • 

(4.13) 
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Для биллиардов категорий А и В узкие конусы С~ дают равномерные 
верхнюю и нижнюю оценки для углов наклона неустойчивых векторов: 

О< Vmin < d1.p/dr < Vmax < оо, (4.14) 

где Vmin = !Cmin и Vmax = !Cmax + 1/Tmin· 

Используя результаты Войтковского (см. замечание 3.53), приходим 
к следствию. 

Следствие 4.20. Отображение F является гиперболическим: почти 
любая точка х Е М имеет один положительный и один отрицательный 
показатели Ляпунова. Следовательно, поток Фt будет также гиперболи­
ческим; см. § 3.3. 

Далее покажем равномерную гиперболичность для главных категорий 

рассеивающих биллиардов. Пусть dx = ( dr, d1.p) Е С~ - неустойчивый 
касательный вектор и dxn = (drп, d1.рп) = Dx?(dx) - его образ. Коэффи­
циент растяжения dx в р-метрике определяется формулой (3.40). Заметим, 
что 

( 4.15) 

Кроме того, при почти скользящих столкновениях справедлива более точ­

ная оценка: 

(4.16) 

Для биллиардов категорий А и В получим 

Л = 1+Tmin'Rmin>1; (4.17) 

следовательно, гиперболичность будет равномерной: 

'r/n?: 1. 

УПРАЖНЕНИЕ 4.21. Показать, что гиперболичность также будет рав­

номерной для биллиардов категорий С и D. Указание: использовать резуль­
тат упражнения 2.18. 
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ЗАМЕЧАНИЕ 4.22. Для биллиардов категорий Е и F гиперболичность не рав­
номерна. Каспы действуют как «ловушки», в которых с биллиардной траектори­

ей может происходить произвольно много столкновений в течение произвольно 

короткого интервала времени; см. рис. 4.1 (слева). Недавние исследования пока­

зывают [СМО6], что если траектория имеет n столкновений внутри каспа, коэф­
фициенты растяжения неустойчивых фронтов всего лишь ""' па, где а > О -
постоянная. 

Ранее р-метрика использовалась, чтобы доказать равномерную гипер­

боличность биллиардов типа А и В. Проведем соответствующие вычисле­

ния в евклидовой метрике !fdxf[ = ..j(dr)2 + (dcp) 2 . Благодаря (3.41) 

l!dxп\[ 
ffdxo[[ 

lfdxnllP coscpo ~ 
lfdxoffp СОSЧJп ..jl + V{ 

(4.18) 

Последняя дробь равномерно отделена от нуля и бесконечности вслед­

ствие (4.14). Прежде чем работать со средней дРОбью, напомним, что 

1idx1 llP const 
---~--
lfdxoflp ~ coscpo 

согласно ( 4.16). Следовательно, 

(4.19) 

где с= c(V) >О - постоянная. 
Таким образом, гиперболичность будет равномерной в обеих метри­

ках. Заметим, что расширение неустойчивых векторов всегда монотонное 

в р-метрике, однако это может быть не так в евклидовой метрике. 

УПРАЖНЕНИЕ 4.23. Показать, что существует рассеивающий биллиард­
ный стол V и неустойчивый вектор dx Е С; такой, что l!F(dx)!f < l!dx\[. 
(Указание: необходимо, чтобы cos ср0 << 1, cos ср 1 ~ 1, JC0 ~ О, JC1 ~ О 
и в-~ О.) 

Наконец, из (4.16) и (3.41) следует полезное соотношение 

l!dxn+1ll Тп 
~~~- х ~~~-

1 f d x n l I COSЧJn+l 
(4.20) 
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4.5. Устойчивые и неустойчивые кривые 

В этом параграфе введем устойчивые и неустойчивые кривые, которые 

играют важную роль при изучении эргодических и статистических свойств 

рассеивающих биллиардов. 

Если фронты волны используются для представления касательных 

L с Т f П, необходимо лишь, чтобы они бьши бесконечно малыми. В этом 
параграфе рассмотрим рассеивающиеся фронты волны положительного 

размера. Тогда В(Х) становится функцией фронта. 
Если 'У с П - рассеивающийся фронт волны, то его образ 'Yt = Фt('У) 

должен расти (лемма 4.14). Но пространство П имеет конечный размер; 
следовательно, фронт 'Yt должен разрушиться и свернуться с ростом t. Этот 
процесс представлен на рис. 4.6. 

УПРАЖНЕНИЕ 4.24. Пусть 'У - рассеивающийся фронт волны. Пока­

зать, что в биллиардах категорий А, В, С и D его образ 'Yt = Фt ('У) есть 
конечное объединение рассеивающихся фронтов волны для любого t > О. 
В биллиардах категорий А и В (где поток Фt непрерывен согласно упраж­
нению 2.29) 'Yt является непрерывной кривой для любого t > О. Кривая 

выглядит как зигзаг, фрагмент которого показан на рис. 4.6. 

Если рассеивающийся фронт волны 'У является ст-гладким, m ~ 1, 
то 'Yt есть объединение ст' -гладких фронтов волны, где m' = min{ m, f.-1 }, 
так как поток фt - сR- 1 -гладкий (§2.7). По этой причине будем рассмат­
ривать ТОЛЬКО СR-l_гладкие фронты ВОЛНЫ. 

Любой рассеивающийся фронт волны 'У можно спроектировать на про­

странство столкновений М с помощью отображения р+, определенного 
в (3.17). Будем называть р+('У) следом, оставляемым фронтом волны 'У 
на М во время своей эволюции. 

Рис. 4.6. Рассеивающийся фронт сворачивается 
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УПРАЖНЕНИЕ 4.25. Пусть 'У - рассеивающийся фронт волны. Пока­

зать, что в биллиардах категорий А и С их след р+('У) является конечным 
объединением гладких кривых. С другой стороны, найти рассеивающийся 

волновой фронт 'У в биллиарде категории В, показанном на рис. 2.4, след 
которого является бесконечным объединением гладких кривых. 

Предположим, что кривая W С М определяется функцией 'Р = 'PW ( r) 
для некоторого rw ~ r ~ rw. Будем говорить, что W является ст-глад­
кой (m ~ 1), если функция 'Pw(r) ст-гладкая с точностью до концевых 
точек rw и rw. 

Будем говорить, ЧТО ст-гладкая кривая w с м неустойчивая 

(или возрастающая), если в каждой точке х Е W касательная 'Гх W при­

надлежит неустойчивому конусу~; см. (4.13). 
Аналогично, ст-гладкая кривая W с М называется устойчивой 

(или убывающей), если в каждой точке х Е W касательная 'Гх W принадле­
жит устойчивому конусу 

С~= {(dr,d<p) Е 'ГхМ: -К-соs<р/т ~ d<p/dr ~-К}, (4.21) 

который является аналогом с-:; для «обратного течения времени». 
Заметим, что устойчивые и неустойчивые кривые монотонны в коор­

динатах r и 'Р· Их угол наклона отделен от нуля, а для биллиардов катего­
рий А и В - от бесконечности. 

Для любой гладкой кривой W С М обозначим через / W / ее длину 
в евклидовой метрике, а через /W/p - ее длину в р-метрике: 

r~ 

\W\p = j cos<pw(r)dr. 

rw 
УПРАЖНЕНИЕ 4.26. Показать, что в биллиардах категорий А и В 

для любых устойчивых или неустойчивых кривых W выполняется соот-
ношение 

\W\p < IW/ < с /Wl~/2 ' (4.22) 

где С = C('D) - постоянная. Таким образом, эти метрики эквивалентны 
на устойчивых и неустойчивых кривых. (Оценки ( 4.22) также справдели­
вы для биллиардов категорий С и D, но соответствующие доказательства 
достаточно трудны; см. [BSC91].) 

Следующие простые факты заслуживают внимания. 
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ЗАМЕЧАНИЕ 4.27. Устойчивые и неустойчивые кривые не могут иметь са­

мопересечений. Их длины (в обеих метриках 1 · 1 и 1 · IP) равномерно ограничены. 
Если wи - это неустойчивая кривая, а w· - устойчивая кривая, ТО их пересече­
ние wи n W s состоит из не более чем одной точки. 

Для заданной гладкой неустойчивой кривой W С М траектории ее то­
чек х Е W образуют рассеивающийся фронт волны, след которого на М бу­
дет образом F(W). Итак, F(W) - это объединение неустойчивых кривых. 

УПРАЖНЕНИЕ 4.28. Показать, что F(W) состоит из конечного числа 
неустойчивых кривых для биллиардов категорий А и С; показать, что это 

число может быть счетным для категорий В и D. По индукции показать что 
то же самое справедливо для последующих образов Fn(W), п;? 1. 

Если кривая w является ст-гладкой, ТО F(W) состоит из cm' -глад­
ких кривых, где т' = min{m,l' - 1}, так как отображение F явля­
ется сR- 1 -гладким. По этой причине, далее будем рассматривать толь­
ко сt- 1 -гладкие устойчивые и неустойчивые кривые. 

До сих пор на производные 

1 ~ v ~ R-1, (4.23) 

не накладывалось никаких ограничений для устойчивых и неустойчивых 

кривых. Однако интуитивно понятно, что если кривая W неустойчивая, 
то ее образы P(W), п;::: 1, растягиваются экспоненциально быстро (поп), 
так что все нерегулярности вдоль этих кривых должны сгладиться. В конеч­

ном итоге все производные ( 4.23), соответствующие кривым W' С Fп(W), 
должны быть ограничены абсолютной постоянной, что приводит нас к сле­

дующему предложению. 

Предложение 4.29. Пусть D - бwтиард категории А или В. Тогда 

для каждого v = 1, ... ,l' - 1 существует постоянная Cv = Cv(D) > О 
такая, что для любой Сf-l_гладкоЙ неустойчивой кривой W СМ суще­
ствует такое nw ? 1, что для всех п > nw v-ая производная любой 
гладкой кривой W' С Fn(W) ограничена константой Cv: 

(4.24) 

Доказательство ( 4.24) для v > 2 до сих пор никогда не публиковалось 
(случай v = 2 рассматривается в [ChOl], а случай v = 1 тривиален). По­
скольку это новый результат, приведем полное доказательство в следующем 

параграфе. Однако это доказательство достаточно техническое, и читатель 

может пропустить его без ущерба для дальнейшего прочтения книги. 
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4.6. Доказательство предложения 4.29 

Первая производная dr,p/dr ограничена (4.14). Дифференцируя (3.39), 
получим 

d2 r,p/dr2 = dK/dr - в- sin r,p dr,p/dr + cos r,p dB- /dr; 

следовательно, вторая производная бьша бы ограничена, если бы нашлась 
равномерная оценка для dB- / dr. Дальнейшее дифференцирование (оста­
вим это действие в качестве упражнения) позволяет свести предложе­

ние 4.29 к следующей лемме. 

Лемма 4.30. Для каждого v = 1, ... , R - 2 существует постоян­
ная С~ = C~(D) > О такая, что для любой сR- 1 -гладкой неустойчивой 
кривой W с М существует такое nw ~ 1, что для всех n > nw любая 
гладкая кривая W' С F"(W) удовлетворяет неравенству 

jdvBw,/drvl :(С~, 

где Bw,(r) = (dr,pwr(r)/dr - K(r))/ cosr,pwr(r) согласно (3.39). 

Значение Bw, - это кривизна рассеивающегося волнового фронта, со­
ответствующая неустойчивой кривой W' непосредственно перед столкно­
вением. Так как В = dы/d~ согласно (3.30), то будет более удобным про­
дифференцировать В по ~, а не по r. Эта замена переменных требует ана­
лиза, который и будет проведен далее. 

Пусть 'У - рассеивающийся фронт волны (в обозначениях § 3.7) 
и s - гладкий параметр на кривой 'l!"q('Y) с D. Для любой точки Xs = 
= (xs,Ys,Ws) Е 'У обозначим через Xst = (Xst,Yst,Wst) = Фt(Xs) ее образ 
в момент времени t > О (здесь используются координаты ( х, у, w), вве­
денные в § 2.6). Точки {Xst} заполняют двумерную поверхность I: С П, 
параметризованную через s и t; см. рис. 4.7. 

Далее будем обозначать дифференцирование по s штрихами, а диффе­
ренцирование по t - точками. Например, 

(х, у, w) = ( cosw, sinw, О). 

Вектор (х',у') остается ортогональным вектору скорости (cosw,sinw) на 
протяжении всего времени (см.§ 3.7); следовательно, х' cosw +у' sinw =О. 
Пусть 

и= -х' sinw +у' cosw. 

Заметим, что и2 = (х') 2 +(у') 2 ; следовательно, модуль JuJ равен расстоянию 
на столе D, соответствующему единичному приращению параметра s. 
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Рис. 4. 7. Параметризация :Е через s и t 

УПРАЖНЕНИЕ 4.31. Проверить, что для любой гладкой функции 

F:I;-+JR 
dF 1 dF 
d~ и ds · 

(4.25) 

В частности, 
dы w' 

В=-=-. 
~ и 

(4.26) 

Проверить также, что 

u=иВ. (4.27) 

Комбинируя (4.25) и (4.27), получим 

d d d d d 
dt d~ F = -В d~ F + d~ dt F. (4.28) 

В частности, полагая F = w и используя (4.26), имеем 

~~ = -В2 ; следовательно, ~ (~) = 1, (4.29) 

что согласуется с (3.31). Обозначим 

v = 1, ... '1! - 2. 
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Тогда из (4.28) следует 

v = 1, ... ,f - 2 

(где предполагается, что &0 =В). В частности, легко проверить, что 

и т.д. 

Заметим, что Ё" - это однородный квадратичный многочлен по В, &1 , ... , &,,, 
для любого v ): 1. 

До сих пор проводился анализ свободного пробега между столкновени­
ями. Далее рассмотрим, что происходит при столкновении со стенкой Г;; 

см. рис. 4.7. Для любой точки столкновения (x(r),y(r)) Е Гi (вновь ис­
пользуются обозначения § 2.6) существует такая единственная пара (s, t), 
ЧТО 

Xst = X(r) и Yst = y(r); (4.30) 

следовательно, s и t, ограниченные столкновением, становятся функция­
ми r. Дифференцируя (4.30) и используя элементарную тригонометрию 
(оставим это в качестве упражнения), получим 

dt . 
dr = sшr.p и 

ds cos r.p 
dr и-

cosr.p 
и+ 

( 4.31) 

(заметим, что и+ =-и-, так как система координат (s, t) меняет ориента­
цию после столкновения; см. рис. 4.7). 

Теперь для любой гладкой функции F: ~ ---> IR:. обозначим через р­
и р+ ее сужения на части ~ до и после столкновения соответственно. То­
гда, следуя (4.31), получим 

dF-(s(r), t(r)) (F')- cosr.p (F. )- . 
---'--~-----'----'-'- = + Slll r.p = 

dr и-

(
dF)- · 

= d~ cosr.p + (F)- sinr.p (4.32) 

и, аналогично, 

dF+(s(r), t(r)) (dF)+ (F. )+ . 
dr = - d~ cos r.p + sш r.p. (4.33) 
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Вернемся теперь к доказательству леммы 4.30. Используя (4.32) 
и ( 4.29), получим 

так что производная dB- / dr будет равномерно ограниченной, если величи­
на Е! равномерно ограничена. Продолжая дифференцирование, получим 

d2 l3- / dr2 = t::; cos2 ер - 5 Е! в- cos ер sin ер - E:!V sin ер -

- (l3-) 2V cos ер+ 2(В-)3 sin2 ер, 

где V = dep/dr = в- cosep +К; см. (3.39). Следовательно, производ­
ная d2 l3- / dr2 будет равномерно ограничена, если равномерно ограниче­
на t::;. Последующее дифференцирование (оставим его в качестве упраж­
нения) сводит лемму 4.30 к следующей лемме. 

Лемма 4.32. Для каждого v = 1, ... , f - 2 существует такая посто­
яюtая С~ = C~(D) > О, что для любого сt-1-гладкого рассеивающегося 
фронта волны 'У с n существует такое п, ~ 1, что для всех п ~ п, 
v-ая производная Е11 = d11 l3 / d~11 1<ривизны l3 его образа Фt ('У) перед п-ы.м 
столкновением удовлетворяет неравенству 

Читатель должен заметить, что рассеивающиеся фронты волны играют 

такую же роль для потока Фt, как неустойчивые кривые играют для отоб­
ражения F. В этом смысле лемма 4.32 - это «потоковая» версия предложе­

ния 4.29 об «отображению>. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Сначала полагаем v = 1, а затем используем ин­
дукцию по v. Предположим, что F - это такая гладкая функция на поверх­

ности I;, введенной выше, что dF / dt = О; то есть функция F не зависит 
от t между столкновениями. Тогда из (4.29) и (4.28) следует, что 

d(Id) в2 d Bd 
dt В d~ F = l32 d~ F - В d~ F = О; (4.35) 

то есть функция G = в-1 dF/d~ также не зависит от t между столкнове­
ниями. 

Благодаря (4.29) функция F0 = t - l/B удовлетворяет F0 =О. Следо­
вательно, функция 

(4.36) 
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не зависит от t между столкновениями; то есть F1 = О. Чтобы вычислить 
ее приращение при столкновениях, напомним, что 

в+= в- +R, 

где R = 2К ( r) / cos ер. Дифференцируя это уравнение относительно r и ис­
пользуя ( 4.32)-( 4.33), получим 

где 

-Et =Е1 +R1, 

1 dR 
R 1 = (В+) 2 tg ер - (В-) 2 tg ер+ -- -d = 

cos ер r 

6К2 sin ер + 6КВ- sin ер cos ер + 2К' cos ер 

cos3 ер 

где К'= dK/dr. Следовательно, 

-F{ = (::) 

3

F1 + Н1, 
где Н1 = R1/(B+)3 , то есть 

6К2 sin ер + 6КВ- sin ер cos ер + 2К' cos ер 
Н1 = ----'---------'----'-----'-

(2К +В- cos ер)З 

(4.37) 

Заметим, что Н 1 представляется дробью, все члены которой равномерно 
ограничены и знаменатель которой больше, чем положительная постоян­

ная sк;;,;п· Таким образом, JH1J ::::; С1 = C1('D) - абсолютная постоянная. 
Также заметим, что 

в- в-

в+ = в- + R ::::; ()' 
в-;;.а;х 

В:= <1. 
В;;,ах + Rmin 

Так как F1 постоянна между столкновениями, обозначим через F1 ( п) ее 
величину между п-ым и ( n+ 1 )-ым столкновениями. Тогда из ( 4.37) следует, 
что 

и простая индукция по п влечет 

JF1(n)J::::; B3nJF1(0)J + С1 (1 + () 3 + ... + ()3 (п-l))::::; 

::::; B3nJF1(0)J + C1/(l - 83
). (4.38) 
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Следовательно, для всех 

п > п,,1: = ln([C\ l/IF1 (О)[)/ ln 83 

получим [F1 (n)[ < С~: = 201 /(1 - 83 ). В итоге из (4.36) следует оцен­
ка [t\[ < С~В3 ; таким образом, 

[Е1/ < Cf(B-)3 ~ Cf (В;;;ах) 3 =: Cf' 

для всех столкновений после п1 , 1 -го столкновения. Это доказывает лем­
му 4.32 для v = 1. 

Вернемся к шагу индукции. Сначала сделаем индуктивные предполо­

жения. Предположим, что для некоторого 1 ~ v ~ f, - 3 на ~ определена 
функция Fv со следующими свойствами (читателю следует проверить, что 
эти свойства верны для v = 1). 

(а) 

F - Qv(EvJv-1, ... 'Е1, В) 
v - 32v+l ' 

где Qv - однородный многочлен степени v от переменных E.v, ... , Е1 и В, 
где Ev появляется только в одном члене, а именно в Evвv- 1 . Кроме того, 
если заменить Ei на xi, а В на х0 = 1, то любой член Qv(x) будет пропор­
ционален xv. 

(Ь) [Fv[ < С~ для некоторой постоянной C~(D) > О в любой момент 
времени после п1,v-го столкновения. 

(с) Fv =О; то есть Fv не зависит от t между столкновениями. 
(d) Приращения Fv при столкновениях удовлетворяют уравнению 

(4.39) 

где 

Gv 
н" = --------

(2к +в- cos <р )2"+1 

и Gv - алгебраическое выражение (многочлен), члены которого (<<перемен­
ные») cos <р, sin <р, в-, Е1, ... , Е;:_ 1 и К, dK/dr, ... , dvK/drv. 

Также предполагается, что была доказана оценка [Ei [ ~ ci Bi+2 

для некоторых постоянных ci(D) >О и всех 1 ~ i ~ v для всех моментов 
времени после п,,"-го столкновения. 
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Продолжим индуктивный шаг. Благодаря ( 4.35) функция 

не зависит от t между столкновениями; то есть F"+1 = О. Из свойства (а) 
функции F" следует, что 

F: _ 13 dQ"/df. - (2v + l)Q"E1 _ Qv+1(Ev+1, ... , Е1, 13) 
v+l - 132v+З - 132v+З ' (4.40) 

где Q"+1 - однородный многочлен степени v + 1, в котором величи­
на Е"+ 1 = dE"/df. появляется в одном члене, а именно в Е"+ 1 13". 

УПРАЖНЕНИЕ 4.33. Проверить соотношения 

Показать, используя индукцию по v, что если заменить Ei на xi, а 13 
на х0 = 1, то любой член Q"(x) будет пропорционален х". Более того, 
если заменить Ei на xi+2 и 13 на х, то любой член Q"(x) будет иметь сте­
пень ?: 2v + 1. 

Чтобы оценить изменение F"+1 при столкновениях, продифференци­

руем (4.39) относительно r и используем (4.32)-(4.33), что дает 

(4.41) 

где 

Hv+l = 1 dH" + (v + 2)F-(l3-)v+l RdB- /dr - в- dR/dr. 
в+ cos <р dr v (в+) v+4 cos <р 

УПРАЖНЕНИЕ 4.34. Показать, что 

G"+1 
Hv+l = (2К: +В- COS r.p )2v+З' 

где G"+1 - алгебраическое выражение (многочлен), членами которого 

(«переменными») являются cosr.p, sinr.p, в-, Е:;, ... ,Е; и К:, dК:/dr, ... , 
... , dv+ 1К:/drv+l. Прийти к соотношению /Н"+1/ ::::;; Cv+l• где 
Cv+l ('D) > О - постоянная. 
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Заметим, что на последнем шаге при v = f - 3 функция Hv+1 = Ht-2 
будет включать в себя функцию dR- 2JC/drR- 2 , которая является непрерыв­
ной, но необязательно дифференцируемой функцией. Следовательно, Ht-2 
может оказаться недифференцируемой, но по-прежнему равномерно огра­

ниченной. 

Остальная часть доказательства аналогична случаю v = 1. Пусть 
Fv+1(n) обозначает величину Fv+l между п-ым и (п + 1)-м столкнове­
ниями. Тогда из (4.41) имеем 

и индукция поп дает 

следовательно, для всех достаточно больших п справедлива оценка 

JFvн(n)J < C~+l: = 2Cv+1/(l - еv+з). 
В заключение оценим &v+ 1 . Используя соотношение ( 4.40) и последу­

ющие за ним комментарии, получим 

где Qv+l - однородный многочлен степени v + 1 от переменных &v, ... , &1 
и В. Так как J&iJ :::;; CI'Bi+2 для всех 1 :::;; i :::;; v, из последней части 
упражнения 4.33 следует, ЧТО \Qv+1/Bvl :::;; const · вv+З; таким образом, 
J&н1 I :::;; ci+1 вv+з для некоторой постоянной ci+1 (v) > о и 

1 
с- J ~ С-" (В-)v+з ~ С-" (В- )v+з С" L--v+l "' v+l "= v+l max =: v+l · 

Индукцией по v лемма 4.32 доказана. Предложение 4.29 доказано. • 

4.7. Еще о непрерывных дробях 

Пусть Х Е П - гиперболическая точка. В этом параграфе вычислим 

угол наклона ви(х) неустойчивого подпространства E''j(, используя метод 
конусов Алексеева, описанный в § 3 .13. Выведем замечательную формулу 
для непрерывной дроби, открытую Синаем [Sin70]. 

Пусть х = р+(Х) (см. (3.17)) и Хп = Р(х) для п Е Z. Также будем 
использовать обозначения Тп = тп(х) и Rn = Rn(x), введенные в §4.3. 
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Предложение 4.35. Пусть Х Е П - гиперболическая точка. Угол на­

клона ви(х) неустойчивого подпространства E''j( определяется бесконеч­
ной непрерывной дробью 

1 
ви(х) = ________ 1 ___ _ 

lt-(X)i + -----
1
---

R-1 + ------
1
---

т_2 + -----l-­
R-2 + ---1-

Т-з+-

где IГ(X)I определяется соотношением (3.16). 

( 4.42) 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. С учетом (3.31) достаточно доказать это утвер­
ждение для ХЕ М, и в этом случае х = Х и it-(X)I = т_ 1 . Следователь­
но, ( 4.42) представляет собой кривизну ви- (Х) до столкновения. 

Величина бесконечной непрерывной дроби по определению равна пре­

делу своих подходящих дробей. Подходящие дроби с четными номерами 

1 
B~n = _______ 1 ___ _ 

т _1 + -----
1
-­

R-i + ---1-
',+-­

R_n 

соответствуют фронтам волны, прообразы которых перед п-ым столкнове­

нием в прошлом являются плоскими (то есть в=n = О) (вспомним (3.34)). 
Подходящие дроби с нечетными номерами 

1 
В':...п = _______ 1 __ _ 

т -l + -----1-­

R-1 + ---1-
',+­

T_n 
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соответствуют фронтам волны, прообразы которых перед n-ым столкнове­

нием в прошлом фокусируются (то есть В~п = оо). Так как обе дроби В':_п 
и В'!_п соответствуют образам рассеивающихся фронтов волны, построен­

ных В удалеННОМ ПрОШЛОМ, ОНИ СХОДЯТСЯ К ви(Х) при n -+ 00, КаК след­
СТВИе (3.51). 8 

Интересно, что сходимость в:_п и В'!_п к общему пределу ( 4.42) мож­
но также проверить непосредственно и независимо от гиперболичности 

точки х. 

Лемма 4.36. Последовательности {В':_п} и {В'!_п} сходятся к общему 
пределу ( 4.42) всякий раз, когда t_n -+ -оо при n -+ оо, то есть если про­
шлая траектория точки Х определена для всех моментов времени. Более 

того, 

( 4.43) 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Так как Rn > О и rп > О для всех n, несложно 
проверить, что 

(4.44) 

Далее оценим разность В~п - в:_п· Эти две конечные непрерывные дроби 
отличаются только последним членом. Воспользуемся тождеством 

затем аналогично преобразуем Ь2 - Ь 1 (так как Ь2 и Ь1 также непрерывные 
дроби) и т. д. В конечном итоге приходим к соотношению 

где 

1 
иr~ = ----..,..------~----~ 

1 + r -i (п-i + ---
1
--1 -) 

T-i-1 + ---
1
-

·. + -
T_n 
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и Wie определяется аналогично, но вместо т _п стоит член R-n· Так как все 
члены дробей положительны, легко проверить, что WГ ~ 1 и 

W o T-i-1 + · · · + T-n 
i ~ . 

T-i + · .. + Т_п 

Комбинируя все оценки, получим 

n-l 

во - ве _1_ п т -i-l + ... + т -n 
-п -п ~ х 

T_n i=l T-i + · ·. + T-n 

1 1 = -----~ = --, 
Т-1 + ... + Т_п lt_nl 

что доказывает лемму. • 
Следствие 4.37. Пусть L с ТfП - касательная с углом накло­

на В> О. Предположим, что lЗt_п-0 ~ О, где t_n - время n-го столк­
новения в прошлом. Тогда IB - l3u(X)I ~ l/lt-nl· 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Касательная DxФt-п-0 (L) соответствует фрон­
ту волны, кривизна которого лежит между нулем (этот факт использовал­

ся при построении в:_п; см. доказательство предложения 4.35) и беско­
нечностью (этот факт использовался при построении В~п). Следователь­

но, в:_п ~в~ lЗ~п благодаря результату упражнения 4.13. • 

Лемма 4.36 показывает, что 13и(Х) вводится с помощью ( 4.42) на мно­
жестве П- = {Х: Фt(Х) существует Vt < О} фазовых точек, прошлые 
траектории которых существуют (оно определенно больше, чем множество 

гиперболических точек). 

УПРАЖНЕНИЕ 4.38. Пусть П- С п- обозначает множество то­
чек, прошлые траектории которых участвовали только в регулярных 

столкновениях (но не скользящих столкновениях). Показать, что функ­

ция: 13и(Х) непрерывна в каждой точке Х Е fi-, НО разрывна В каждой 
точке ХЕ f!- \ fi-. Указание: заметим, что непрерывная дробь 13и(Х) за­
висит непрерывно от своих членов. Затем использовать следствие 4.37. 

Вследствие обратимости времени (замечание 4.16) угол наклона В8 (Х) 

устойчивого подпространства Е'х_, Х Е П, выражается в виде непрерывной 



дроби 
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1 
вs(х) = ________ 1 ___ _ 

t+(x) + -----
1
---

Ra + --------
1 

то+-----
1 

R1+--­
l 

т1+-
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(4.45) 

где t+(X) определено в (3.15), а символы тi и Ri вновь относятся к точ­
ке х = Р+(х). 

Функция В8 (Х) однозначно определена на множестве П+ = {Х: Фt(Х) 
существует "\/ t > О} и является непрерывной на подмножестве fi+ С П+ 
точек, будущие траектории которых участвуют только в регулярных столк­

новениях. 

Неустойчивое подпространство Е-:/; С 'ГхМ имеет угол наклона 

( 4.46) 

см. определение ви±(х) в (3.38) и§ 3.12. Проведенный анализ показывает, 
что функция vи ( х) однозначно определена и непрерывна на множестве 

(4.47) 

точек, в которых все прошлые итерации :F являются гладкими; ер. с (2.28). 
Аналогично, устойчивое подпространство Е~ с 'ГхМ имеет угол наклона 

V 8 (x) = вs-(х) COS<p + /( = вs+(х) cosrp - IC, ( 4.48) 

который однозначно определен и непрерывен на множестве 

( 4.49) 

точек, где все будущие итерации :F гладкие. 
Заметим, что углы наклона vи и vs непрерывны на своих областях, 

но они не будут непрерывны по Гельдеру (в отличие от их аналогов в си­

стемах Аносова и аксиомы А). 

В заключение этого параграфа ответим на вопрос, поднятый в§ 3.12. 
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Предложение 4.39. Функция ви(Х) интегрируема на П. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Используя обозначение §2.12 и сооnюшение (3.31), 
получим 

т(х) 

J ви(х) dµп =с J J t + 1/~u+(x) dtdµ = 
п м о 

=С j ln[l + т(х)ви+(х)] dµ ~ 
м 

~с J ln[l + т(х)] dµ +с J ln[l + ви+(х)] dµ, 

м м 

где С > О - постоянная. Первый интеграл конечен, так как функция т(х) 
интегрируема(§ 2.13). Второй интеграл равен 

j ln[l + R(x) + ви-(х)] dµ ~ 
м 

~ J ln[l + R(x)J dµ + J ln[l + ви-(х)] dµ. 

м м 

Первый интеграл здесь конечен, так как JI ln cos ер\ dµ < оо (см. (3.8)), 
а для второго интеграла заметим, что ви- ( х) ~ 1/т_1 ( х). Таким образом, 

j ln[1 + ви-(х)] dµ ~ j ln[1 + т_1(х)] dµ + j \ lnт_1(x)I dµ, 

м м м 

где первый интеграл справа конечен (см. выше), а второй интеграл конечен 

согласно упражнению 2.43. • 

4.8. Особенности (локальный анализ) 

Исследуем множество особенностей Sn отображения ? , п Е Z; 
вспомним соответствующие определения (2.19), (2.20) и (2.27). 

УПРАЖНЕНИЕ 4.40. Используйте инволюцию(§ 2.14), чтобы показать, 
что если х = (r, ер) Е Sn, то (r, -ер) Е S-n· 

Эта симметрия позволяет ограничиться случаем п < О; то есть рас­

смотреть особенности прошлых итераций отображения F. 
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Предложение 4.41. Для любого n < О множество Sn \ So состоит 
из С1-гладких неустойчивых кривых S с М (то есть касательная к S 
в любой точке х Е S лежит в неустойчивом конусе С;,'). 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Достаточно проверить это утверждение для n=-1, 
а затем использовать инвариантность конусов (§ 4.4). Любая кривая 

S с S_ 1 \ S0 образуется из траекторий или (i) появляющихся из скользя­
щих столкновений, или (ii) выходящих из утлов; см. рис. 4.8. Оба типа 
траекторий, очевидно, образуют рассеивающиеся фронты волны, когда они 

сталкиваются с д1J и образуют кривую S. Прообразы этих рассеивающихся 
фронтов волны фокусируются на предыдущем столкновении, которое будет 

или скользящим столкновением или появляться в утлу. 

(х,У) 

q q' 

Рис. 4.8. Траектории, образующие множество S-1 

Фокусировка в утловой точке очевидна, поэтому докажем, что фоку­

сировка также происходит при скользящем столкновении. Рассмотрим две 

близко лежащие точки q и q' = q + dq на стенке, на которой происхо­
дят скользящие столкновения; см. рис. 4.8. Тогда соответствующие векто­
ры скорости (которые в этом случае будут касательными к д1J) - назовем 

их v и v' = v + dv - отличаются на lldvll ""' Klldqll· С друтой стороны, 
расстояние от точки q до прямой q' + tv', t Е JR, имеет порядок O(lldqll 2 ); 

а точнее, оно равно ~ Klldqll 2 + o(lldqll 2
). Следовательно, соответствующее 

расстояние между прямыми q + tv и q' + tv' вдоль ортогонального сечения 
этого семейства скользящих траекторий также равно 11dq11 J_ = О ( 11dq11 2 ). 

Таким образом, 

В= lim lldvll/lldqllj_ = оо. 
lldqll--+O 
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Итак, каждая кривая S С S_1 \ Sa соответствует фронту волны, прооб­
раз которого фокусируется при предыдущем столкновении. Следователь­

но, когда фронт волны приближается к столкновению в точке х = (r, ер) Е 
Е S С S_ 1 \ S 0 , он имеет угол наклона В = 1/т _ 1 , так что угол наклона 
кривой S с учетом (3.39) равен 

V = dr.p/dr =К+ соsср/т-1, (4.50) 

где К= К(х) и т_ 1 = т_ 1 (х). Предложение 4.41 доказано. 

• 
Усилим предыдущее предложение, показав, что угол наклона кривых 

разрыва S С S_п \ S-п+l стремится при увеличении n к углу наклона 
неустойчивого пространства Е~ в близлежащих точках х. 

Предложение 4.42. Пусть V - 6W1Лиард категории А, В, С или D. 
Тогда существует последовательность fЗп --+ О при n --+ оо такая, что 

для любой кривой S С S_п \ S-(п-1) и любой точки у Е S существует от­
крытая окрестность Иу,п С М такая, что угол наклона Vy(S) кривой S 
в точке у удовлетворяет неравенству 

sup JV,:: - Vy(S)J < fЗп· 
хЕИу 

(Очевидно, супремум здесь выбирается по х Е Иу,п. где v::: определено. 
Такие точки описываются в § 4. 7.) 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть t-п обозначает время п-го столкновения 

в прошлом. Легко проверить, что Jt-пJ > an - Ь, где а, Ь >О - постоянные 
(действительно, для биллиардов категорий А и В можно выбрать а = Ь = 
= т min, а для биллиардов категорий С и D см. упражнение 2.18). Далее 
полагаем fЗп = 1/(ап - Ь), и тогда наше предложение следует из след­
ствия 4.37. • 

Грубо говоря, предложение 4.42 утверждает, что кривые разрыва 

s с s_п \ s-(п-1) выравниваются с неустойчивым подпространством ви 
с ростом n. Это свойство называется выравниванием линий разрыва. 

Предложение 4.43. В бW1Лиардах категорий А и В каждая кри­

вая s с s_п \ Sa, n ~ 1, является сR- 1-гладкой с ограниченными про­
изводными (с точностью до концевых точек). Более того, для каждо­

го v = 1, ... , /l, - 1 v-ая производная равномерно ограничена постоян­
ной Cv('D) >О, независимой от n, и кривой S С S_п \ Sa. 
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ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Достаточно доказать это предположение для n = 1, 
а затем воспользоваться результатами § 4.5. В (4.50) функция К = K(r) 
является сt-2-гладкой и имеет равномерно ограниченные производные. 
Следовательно, достаточно доказать, что функция т _ 1 = т _ 1 ( r) будет 
сt-Z_ГЛаДКОЙ С равномерно ограничеННЫМИ прОИЗВОДНЫМИ; Здесь T-1(r) = 
= т_ 1 (r, <ps(r)) - это функция т _1, ограниченная кривой S. В действитель­
ности докажем даже более широкое утверждение. 

Лемма 4.44. Функция T-1(r) вдоль каждой кривой s с s_l \ So явля­
ется сt- 1-гладкой и имеет равномерно ограниченные производные с точ­
ностью до концевых точек S. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Для любой ТОЧКИ (r, 'Р) Е s обозначим через 
(r, ip) = ;::- 1 

( r, <р) ее прообраз, где ip = ±7r /2. Таким образом, r есть функ­
ция от r. Пусть пара (х, у) обозначает декартовы координаты точки 7rq(r, <р), 
а (х, у) - координаты точки 7rq(r, ip); см. рис. 4.8. Заметим, что 

т=.1 = (х - х)2 +(у -у)2, (4.51) 

и напомним, что х и у есть сt-гладкие функции от r (§ 2.1) и, аналогичным 
образом, что х и у - это сR-гладкие функции ОТ r. Итак, достаточно до­
казать, что r - это ct-l функция от r. Пусть (:.i:, У) = (dx/dr, dy/dr) -
единичный касательный вектор к дV в точке (х, у). Заметим, что век­
тор (х - х, у -у) параллелен вектору (:.i:, У); следовательно, 

(х - х)у =(у -y):.i:. 

Непосредственным дифференцированием получим 

ат 

dr 
xif - ±у 

(х - х) у - (у - у) 5: · (4.52) 

Это соотношение также может быть получено из (2.26). Заметим, что 
n = (5:, У) - нормальный вектор в точке (х, у), а llnll = К - кривизна дV 
в той же самой точке. Следовательно, абсолютная величина знаменателя 

в (4.52) равна Кт-1 :): KminTmin > О, то есть она отделена от нуля. Лем­
ма 4.44 следует из теоремы о неявной функции. Заметим, что данное дока­
зательство работает для биллиардов с горизонтом и без него. 

• 
Итак, лемма 4.44 и предложение 4.43 доказаны. 

• 
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4.9. Особенности (глобальный анализ) 

Предложение 4.45. Для рассеивающих биллиардов с конечным гори­
зонтом (категории А, С и Е) множество S_ 1 \ So состоит из конечного 
числа компактных2 гладких неустойчивых (возрастающих) кривых, а мно­
жество S1 \ S 0 состоит из конечного числа компактных гладких устойчи­
вых (убывающих) кривых. 

Для биллиардов без горизонта (категории В, D и F) тоже справедливо 
это утверждение, но в этом случае число таких кривых может быть 

бесконечным. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Кривые S_1 \ S0 - это следы, оставляемые на М 
конечным числом рассеивающихся фронтов волны (исходящих из угловых 

точек и образованных скользящими столкновениями со стенками). Далее 

можно применить результаты§ 4.5, в частности упражнение 4.25. 8 

УПРАЖНЕНИЕ 4.46. Показать, что предложение 4.45 распространяет­
ся без изменений на множества S_n \ So и Sn \ S 0 для всех п ?: 1. Указание: 
использовать индукцию поп и последнее предложение из замечания 4.27. 

1---------------
1 

м 

1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 

L---------------

Рис. 4.9. Соединение двух кривых разрыва 

Несложно проверить, что каждая гладкая кривая S С Sn \ S0 заканчи­

вается на S 0 = дМ или на другой гладкой кривой S С Sn \ S 0 • Например, 
на рис. 4.9 показана кривая S' С S_ 1 \ S 0 типа (i) (порожденная скользящи­
ми столкновениями), заканчивающаяся на кривой S" С S_1 \ S 0 типа (ii) 
(выходящей из угловой точки). Заметим, что кривые S' и S" имеют общую 
концевую точку х (и, кроме того, общую касательную с углом наклона V = 

=К+ cos ф/т- 1 (х) в точке х, но их кривизны в х могут отличаться). 

2Точнее, компактными будут их замыкания; исключение So лишает некоторые кривые 
в S-1 своих концевых точек. 
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На рис. 4.10 показана кривая S' С S_ 1 \S0 типа (i), которая порождает­
ся скользящими столкновениями с рассеивателем 1 и заканчивается на дру­
гой, более длинной кривой S" с S_ 1 \ S 0 типа (i), которая порождается 
скользящими столкновениями с рассеивателем 2. Заметим, что S' заканчи­
вается на внутренней точке х кривой S" и кривые пересекаются трансвер­
сально. 

S' 

1------------------~ 

' ' : м : 
' ' ' ' 

' ' ' ' ' ' ' 
S' 1 

' ' ' ~------------------~ 

Рис. 4.10. Другое соединение двух кривых разрыва 

Предложение 4.47. Для любого n -=f- О каждая кривая S С Sn \ S 0 

является частью некоторой монотонной непрерывной (и кусочно-гладкой) 

кривой S С Sn \ Sa, которая заканчивается на 80 = дМ (кривая S моно­
тонно возрастает при n < О и монотонно убывает при n > О). 

Таким образом, можно продолжить каждую гладкую кривую S с Sn \ S 0 

монотонно с точностью до естественной границы М. Это свойство часто 

называется продолжением линий разрыва. 

УПРАЖНЕНИЕ 4.48. Доказать предложение 4.47. Указание: непосред­
ственно проверить случаи n = ±1 (два возможных случая показаны 
на рис. 4.9 и 4.10; остальные случаи подобны) и затем использовать ин­
дукцию по n. 

УПРАЖНЕНИЕ 4.49. Показать, что для каждого n',n" ~ О множе­
ство М \ (S-n' U Sn") будет конечным или счетным объединением таких 
открытых областей с кусочно-гладкими границами (криволинейные много­

угольники), что внутренние углы, образованные их компонентами границы, 

не превышают 7r (то есть эти многоугольники «выпуклые», поскольку речь 

идет о внутренних углах). Некоторые внутренние углы могут равняться ну­

лю; см. ниже. 

Типичная структура кривых разрыва показана на рис. 4.11. Заметим 
симметрию, установленную в упражнении 4.40. 
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Рис. 4.11. Кривые разрыва 

Для биллиардов категорий А и В каждая кривая S С S 1 \ S0 состоит 
из траекторий, которые начинаются на стенке Г i и образуют скользящее 

столкновение со стенкой Г1 ; см. рис. 4.12. (Возможен случай, когда j = i 
(это происходит, если 'D ~ Tor2

) и когда траектории, выходящие из Гi, 
проходят вокруг тора и возвращаются обратно в Г i.) 

Кривая S отделяет фазовые точки х Е М, траектории которых уда­
ряют Г1 (почти по касательной), от точек, траектории которых проходят 
мимо Г1 (они проходят вблизи). Таким образом, одна сторона S отобража­
ется с помощью :F в окрестность :F(S) С S0 , а затем в одностороннюю 
окрестность кривой S' = :F2 (S) С S_ 1 \ S0 . Точки на другой стороне S 
отображаются непосредственно в другую одностороннюю окрестность S'; 
см. диаграмму на рис. 4.13. 

проходит мимо 

ударяется 

Рис. 4.12. Особенности и близлежащие траектории 
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So 

S' 

:F 

Рис. 4.13. Действие :F вблизи особенностей 

Первая сторона S испытывает сильнейшее растяжение. Неустойчивые 
кривые длины с:, заканчивающиеся на S (темно-серые штрихи на рис. 4.13), 
отображаются в неустойчивые кривые длины "'""' уГе, заканчивающиеся 
на S0 , а затем - в неустойчивые кривые длины"'""' уГе, заканчивающиеся 
на S'. Последние кривые являются в действительности касательными к S' 
и лежат на расстоянии"'""' с: от S'. Все это можно выяснить непосредствен­
ной проверкой, которая остается на совести читателя. 

УПРАЖНЕНИЕ 4.50. Пусть W СМ - неустойчивая кривая. Показать, 

что IF(W) 1 ::( С v1Wf, где С= C(V) > О - постоянная. 

На другой стороне от S растяжение умеренное: неустойчивые кри­
вые длины с:, заканчивающиеся на S (светло-серые штрихи на рис. 4.13), 
отображаются в неустойчивые кривые длины "'""' с:, заканчивающиеся на S'. 
Последние кривые образуют положительные углы с S' в своих конечных 
точках. 

4.10. Особенности для биллиардных столов типа В 

В биллиардах категории В (без горизонта) множество особенно­

стей S_1 состоит из бесконечного числа гладких кривых, которые и будут 

кратко описаны в этом параграфе. Они концентрируются в точках х Е М, 

вблизи которых функция т_ 1 (х) не ограничена. 

УПРАЖНЕНИЕ 4.51. Показать, что существует только конечное число 

точек Xk = (rk, 'Pk) Е М, 1 ::( k ::( kmax, таких, что 

limsupт_ 1 (x) = оо. 
X~Xk 
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8 

Рис. 4.14. Точка Xk, в которой концентрируются кривые разрыва 

Это точки, траектории которых являются периодическими (замкнутые гео­

дезические) на торе; ер. с упражнением 2.15. Заметим, что 'Pk = ±п/2 
в любой такой точке. 

Для биллиардного стола на рис. 2.4 рассмотрим точку Xk = (rk, 7Г /2) Е 
ЕМ, траектория которой является горизонтальной линией; см. рис. 4.14. 
В окрестности этой точки множество S_1 образовано кривыми двух типов: 

(i) порожденными скользящими столкновениями с ближайшим рассеива­
телем, обозначенным L, слева в том же самом ряду и (ii) приходящими 
из удаленных рассеивателей слева в верхнем ряду (рис. 4.14). 

Для данного стола есть только одна кривая типа (i), которую обозна­
чим SJ:,0 , выходящая из Xk вниз в М; см. рис. 4.15 (справа). Кривых ти-

па (ii) бесконечно много; они проходят почти параллельно кривой s; 0' 

на которой они заканчиваются (другая концевая точка лежит на верхней 
границе <р = 7Г /2). Если занумеровать рассеиватели в верхнем ряду, как 
показано на рис. 4.14, то в соответствии с этими номерами можно обозна­
чить кривые типа (ii): кривая, порожденная скользящими столкновениями 
с п-ым рассеивателем, обозначена Sk,n. 

УПРАЖНЕНИЕ 4.52. Показать, что длина Sk,n равна ISk,nl "' 1/ yln, 
расстояние между верхней концевой точкой Sk,n и предельной точкой Xk 

равно,...., 1/п, а расстояние между Sk,n и Sk,n+l равно"' 1/п2 , как указано 
на рис. 4.15 (справа). Здесь запись "' 1/па, а > О, обозначает= с/па+ 
+ 0(1/па) при п ___, оо для некоторой постоянной с= c(k, V) >О. 

Аналогичный анализ показывает, что множество S 1 состоит из бес­

конечного множества кривых, сконцентрированных вблизи тех же самых 
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!.p=7r/2 

1 
п 

Рис. 4.15. Кривые разрыва (неограниченный горизонт): S1 слева, S-1 справа 

точек Xk Е М, 1 :::;; k :::;; kmax· Кривые S 1 вблизи Xk можно получить 
отражением КрИВЫХ S_l ОТ верТИКалЬНОЙ ЛИНИИ r = rk (которая прОХО­
ДИТ через xk); см. рис. 4.15 (слева). (Заметим, что левая и правая части 
рис. 4.15 должны быть наложены одна на другую, чтобы получилась пра­
вильная картина.) Обозначим результирующие кривые через st,0 и st,n 
соответственно. 

Далее, пусть Dk,n - это область, ограниченная кривыми Sk,n' Sk,n-1' 
s;; 0 и верхней границей 'Р = 7r /2. (Эта область в литературе иногда назы­
вается п-ячейкой. Она заполнена всеми траекториями, идущими непосред­
ственно ОТ п-го рассеивателя; см. рис. 4.14.) Аналогично, п-ячейка vk+ ,n 

ПО Определению ЯВЛЯеТСЯ областью, ограниченной КРИВЫМИ St,n' St.n-l' 
st,o и ребром 'Р = 7r /2. 

УПРАЖНЕНИЕ 4.53. Показать, что F- 1 (Пk,n) = пt,п для некоторо­
го 1 :::;; k':::;; kшах; то есть «положительные» п-ячейки преобразуются в «от­
рицательные» п-ячейки с помощью F; см. рис. 4.16. 

УПРАЖНЕНИЕ 4.54. Пусть dx Е Та,М - неустойчивый касательный 

вектор в точке х Е D~n· Доказать, что [[DxF(dx)[[p/[[dx[[p ~ const п312 , 
а также, что llDxF(dx)/l//ldxll ~ constn312. То есть коэффициент растя­
жения в п-ячейках (в обеих метриках) растет (взрывается) при п ___, оо. 

Указание: используйте (4.16) и (4.20) и тот факт, что т(х) ~ constn. 
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4 3 

------------· 

пt,п 2 4 

Рис. 4.16. Отображение :F преобразует п-ячейки. Углы Dt и их соответствующие 
образы занумерованы и показывают действие :F ,п 

Этим утверждением закончим короткое описание кривых разрыва 

для биллиардов категории В; дальнейшие подробности заинтересованный 

читатель может найти в [BSC90,BSC91,Ch99]. 

4.11. Устойчивые и неустойчивые многообразия 

Рассмотрим множества точек 

Soo = U~=oSп и (4.53) 

в которых некоторая будущая и, соответственно, некоторая прошлая ите­

рация F разрывна. 

Лемма 4.55. Оба множ:ества S 00 и S_ 00 плотные в М. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Предположим, например, что множество 800 

не плотное. В этом случае существовала бы неустойчивая кривая 

W С М \ S00 и ее образы ;:п (W) росли экспоненциально быстро с ро­
стом n, не проходя при этом через разрывы и не заканчиваясь, так что рано 
или поздно они бы вышли за естественные границы М благодаря (4.14), 
что невозможно. 8 

Заметим, что S00 - это счетное объединение гладких устойчивых кри­

вых и границы ам, тогда как S_oo - ЭТО счетное объединение гладких 

неустойчивых кривых ПЛЮС ам. Для каждого Mi с м (ер. с (2.17)) мно­
жества Mi n S 00 и Mi n S_ 00 линейно связные; ер. с предложением 4.47. 

С другой стороны, множество М \ S_ 00 имеет полную меру µ, 
но оно сильно несвязное. Проанализируем его связные компоненты. Пусть 

х ЕМ\ S_ 00 и для любого n;:;:: 1 обозначим через Q_n(x) связную компо­
ненту открытого множества М \ S-n, которое содержит х. Напомним, что 
Q_n ( х) - это криволинейный многоугольник с внутренними углами ~ 1Г 
(упражнение 4.49). 
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верхняя вершина 

нижняя вершина 

Рис. 4.17. Связная компонента Q-n(x) 

УПРАЖНЕНИЕ 4.56. Показать, что дQ_п(х) состоит из двух моно­
тонно возрастающих (и кусочно-гладких) кривых, концевые точки кото­

рых - верхняя и нижняя вершины Q_n(x); см. рис. 4.17. Будем называть 
эти кривые левыми и правыми сторонами и обозначим их через дL Q_n ( х) 
и дR Q_n ( х) соответственно. 

Очевидно, Q_п(х) ~ Q-(п+i)(x) для всех n ?;: 1, а пересечение их 
замыканий 

есть замкнутая непрерывная монотонно возрастающая кривая. Обозначим 

через wи ( х) кривую wи ( х) без своих концевых точек. 

Лемма 4.57. Справедливо соотношение wи(х) с Пп;;.1Q-п(х). 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Предположим, что некоторая точка у Е wи(х) 
принадлежит кривой разрыва S С дQ_п(х) для конечного значения n?;: 1. 
Без потери общности предположим, что S С дL Q_n ( х). Тогда у также 
предельная точка для последовательности кривых S'_m С дRQ_m(x). Так 
как S С S_n для конечного n, кривая S имеет угол наклона в у, отличный 
от предельного угла наклона кривых S'_m (напомним предложение 4.42). 
Это приводит к противоречию. См. также предложение 4.47 и упражне­
ние 4.49. 8 

УПРАЖНЕНИЕ 4.58. Доказать, ЧТО в каждой точке у Е Wu(x) угол 
наклона кривой wи ( х) равен vи (у). Указание: использовать непрерыв­
ность vи(у) (ер. с (4.46)) и предложение 4.42. 
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Заметим, что F-n(wи(x)) с М \ S_ 00 - это неустойчивая кривая 
для каждого п ~ 1. Пусть .Сп С М - линейный отрезок (в координа­
тах r, ер), соединяющий концевые точки F-n (Wи(х)). 

УПРАЖНЕНИЕ 4.59. Показать, что .Сп n Sn = 0. (Указание: заметить, 
что F-n(wи(x)) n Sn = g и использовать предложение 4.47.) Затем по­
казать, что неустойчивые кривые Р ( Ln) сходятся при п ---+ оо к wи ( х) 
в метрике с0 . 

Неустойчивые кривые P(L,n), п ~ 1, являются сР-1 -гладкими, и все 
их R, - 1 производные равномерно ограничены; см. предложение 4.29. 

Лемма 4.60. Пусть fп(t), п ~ 1 - такие СЧ-гладкие функции на ин­

тервале (а,Ь), что lf~")(t)i ~С= const для всех п ~ 1, 1 ~ v ~ q 
и t Е (а, Ь). Предположим, limп__,00 fп(t) = f(t) для всех а < t < Ь. 

Тогда функция f(t) по меньшей мере сq-1-гладкая, f~")(t) ---+ j(")(t) 
и \f(v)(t)\ ~С для всех 1 ~ v ~ q - 1 и t Е (а, Ь). Более того, j(q-l)(t) -
это липшицева непрерывная функция с постоянной С; то есть IJ(q-l)(t)­
- j(q-l)(t')I ~ C\t - t'\. 

Доказательство леммы остается читателю в качестве упражнения. 

Следствие 4.61. Кривая wи(х) является сR-2-гладкой, все ее про­
изводные порядка f - 2 ограничены постоянной, не зависящей от х, 

а (R, - 2)-ая производная - это липшицева непрерывная функция с липши­
цевой постоянной, не зависящей от х. 

ЗАМЕЧАНИЕ 4.62. Можно показать, что почти для всех х ЕМ кривая Wи(х) 
В деЙСТВИТеЛЬНОСТИ ЯВЛЯеТСЯ сt-l_ГЛадКОЙ, НО ЭТО требует ОТДеЛЬНОГО доказатель­
ства; см., например, теорему 6.1 в [KS86, часть I]. 

Напомним, что F-n(wи(x)) С М \ S_ 00 есть неустойчивая кривая 
для всех п ~ 1. Из равномерной гиперболичности F (см. § 4.4) следует, 
что 

Vn? 1; 

следовательно, прообразы wи ( х) стягиваются экспоненциально быстро. 
Все построения имеют аналоги для обратного хода времени; см. заме­

чание 4.16. В частности, для любой точки х Е М\800 получим устойчивую 
кривую W 8 (x), которая удовлетворяет неравенству 

Vn ~ 1. 
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Определение 4.63. Гладкая кривая wи с М называется неустой­

чивым многообразием, если отображение :F-n гладкое на wи для любого 
п:? 1 и 

lim l:F-n(wи)I =О. 
n--+oo 

Аналогично, гладкая кривая ws СМ называется устойчивым многообра­
зием, если отображение :Fn гладкое на W s для любого п ~ 1 и 

lim IP(W8 )1 =О. 
n--+oo 

Анализ показывает, что wи(х) и W 8 (x) являются соответственно 
максимальным неустойчивым и устойчивым многообразиями, проходящи­

ми через х, и сходимость в определении выше в действительности экс­

поненциальная. Многообразия также имеют следующее свойство инвари­

антности. 

УПРАЖНЕНИЕ 4.64. Доказать, что Wи(х) ;:2 :F-k [Wu(:Fkx)] для всех 
k ~ 1. В соответствии с этим :Fk(wи(x)) - это объединение нескольких 
неустойчивых многообразий. 

ЗАМЕЧАНИЕ 4.65. Устойчивые и неустойчивые многообразия были впервые 

построены для гладких равномерно гиперболических диффеоморфизмов, а их гра­

фики бьmи получены с помощью последовательных аппроксимаций и принципа 
сжимающих отображений {этот метод появился благодаря Адамару [HadOl]). Это 
построение было расширено на гладкие неравномерно гиперболические отображе­

ния Песиным (Pes76, Pes77a] и на гиперболические отображения с особенностями 
Катка и Стрельциным (KS86, теорема 6.1]. Здесь будет представлено альтернатив­
ное построение, в котором кривые разрыва играют ключевую роль. Такой подход 

имеет два преимущества: он дает равномерные оценки на производные и позволя­

ет непосредственно оценить размер неустойчивых многообразий; см. следУЮщий 

параграф. 

4.12. Размер неустойчивых многообразий 

Пусть W СМ - гладкая неустойчивая (или устойчивая) кривая. Лю­

бая точка х Е W делит W на два отрезка; обозначим через rw ( х) длину 
(в евклидовой метрике) более короткого отрезка. Для краткости обозна­

чим rи(х): = rwи(x)(x). В случае если wи(х) = 0, то полагаем rи(х) =О. 
Очевидно, rи(х) характеризует размер wи(х). 
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Теорема 4.66. wи(х) существует (то есть rи(х) >О) почти для всех 
х Е М. Кроме того, 

µ{х: rи(х) < е}::::; Се (4.54) 

для некоторой постоянной С= C('D) >О и всех е >О. 

Существование wи ( х) следует из общей теории гиперболических 
отображений с особенностями [KS86, теорема 6.1], но оценка (4.54) 
характерна только для биллиардов. Теория гарантирует только, что 

µ{х: rи(х) < е}::::; Сеа для некоторого а> О. 
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Для любой ТОЧКИ х Е м обозначим через 

dи(х, S1 ) длину кратчайшей неустойчивой кривой, которая соединяет х 
с множеством S1. 

Лемма 4.67. Для любого х Е М 

(4.55) 

где с= c('D) >о - это постоянная из (4.19). 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Можно предположить, что х Е М \ S-=· Обо­
значим через х_п = :;:-п(х) для п ~ 1, и вновь пусть Q_п(х) - связ­
ная компонента М \ S-n, содержащая точку х. Очевидно, Qп(х-п): = 
= :;:-п ( Q_n ( х)) - это связная компонента М \ Sn, содержащая точку Х-п· 

Пусть W!..n - произвольная неустойчивая кривая, проходящая че­
рез Х-п и заканчивающаяся на противоположных сторонах Qп(Х-п); 
см. рис. 4.18. Тогда W 1 = P(W!..n) - неустойчивая кривая, проходя­
щая через х и заканчивающаяся на дQ_n(x). Эта кривая делится точ­
кой х на два отрезка; обозначим через W более короткий из отрезков. 

Пусть W_m = :;:-m(W) для всех т ~ 1. 

~ W-m 

Рис. 4.18. Доказательство леммы 4.67 
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Так как W_n заканчивается на Sn, существует такое т Е [1, п], 
что w_m соединяет X-m с S1. Благодаря равномерной гиперболичности :F 
(см. (4.19)) имеем 

rw1 (x) = /W/? cЛm/W-m/ ~ cЛmdu(:F-mx,S1 ). 

Так как это справедливо для всех п ~ 1, лемма доказана. • 
Далее, выберем А Е ( 1, Л) и заметим, что 

(ниже будем предполагать, что А< Л). 
Итак, если rи(х) =О, то r~(x) =О; то есть полутраектория х в про­

IIШОМ стремится к множеству особенностей S 1 быстрее, чем экспоненци­

альная функция А -п. Используя лемму Бореля - Кантелли, покажем, что 
это происходит с нулевой вероятностью. 

Для любого r:: > О обозначим через Ие(S1 ) r::-окрестность множест­
ва S 1, и пусть 

(это тип r::-окрестности S1, измеренной вдоль неустойчивых кривых). С уче­

том (4.14) u:(S1) с Иve(S1) для некоторой постоянной D > О (так как 
множество S 1 состоит из монотонно убывающих кривых и горизонтальных 

линий); следовательно, 
(4.56) 

для некоторого С> О и всех с:> О. 
Далее покажем, что r~(x) >О почти для всех точек х ЕМ по мереµ. 

Пусть 

Из инвариантности меры µ следует, что 

00 00 

n=l n=l 

Обозначим через В = Пm;;:, 1 Un;;:,m Вп множество точек, которые при­
надлежат бесконечному числу Вп. Из леммы Бореля-Кантелли следует, 

что µ(В)= О, и легко проверить, что r~(x) >О для любого х ЕМ\ В. 
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Лемма 4.68. Для некоторой постоянной С= C('D) > О и всех Е: > О 
справедливо неравенство µ { х : r ~ ( х) < Е:} ~ СЕ:. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Заметим, что r~(x) < Е: тогда и только тогда, ко­

гда х Е ;::п (и:c:-iл.-JS1 )) для некоторого n;;::: 1. Из (4.56) следует нужный 
нам результат. • 

Это завершает доказательство теоремы 4.66. • 

Заметим: х Е P(u:c:-iл-JS1 )) означает, что х лежит в окрестно­
сти В-п· Следовательно, точки х, для которых r~(x) < Е: (то есть где 
неустойчивые многообразия могут быть короткими), сконцентрированы 

в окрестностях кривых разрыва S_n, главным образом с малым n (так как 
мера точек, соответствующих большим n, экспоненциально мала). 

4.13. Дополнительные факты о неустойчивых 
многообразиях 

В предьщущем параграфе использовалась евклидова метрика, но похо­

жие результаты выполняются и в р-метрике, как будет описано ниже. 

Любая гладкая кривая W с М делится любой точкой х Е W на два от­
резка; обозначим через Pw(x) р-длину (см.§ 3.10) более короткого отрезка. 
Полагаем ри(х): = Рwи(х)(х). 

Теорема 4.69. Для некоторой постоянной С= C('D) >О и всех Е: >О 
имеем µ{х: ри(х) < t:} ~ Ct:. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Обозначим через d~(y, S 1 ) р-длину кратчайшей 
неустойчивой кривой, которая соединяет точку у с множеством S1 . Проводя 
доказательство по аналогии с доказательством леммы 4.67, получим 

(4.57) 

Выберем А Е (1, Л) и заметим, что 

ри(х) ;,::р~(х): =minAndu(:F-nx,S1). 
п;;,1 

Для любого Е: > О пусть 

Далее докажем аналог (4.56). 
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Лемма 4. 70. Справедливо неравенство 

(4.58) 

где С= C('D) >О - постоянная. 

Рис. 4.19. Множество u;,e:(S1) 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Напомним, что S 1 состоит из S0 = дМ и ко­
нечного числа гладких устойчивых кривых. Множество и;,"' ( S1) показано 
на рис. 4.19; оно становится толще при cos<p---+ О и имеет ширину,....., уГе 
вблизи S0 . Данное множество можно расслоить однопараметрическим се­

мейством гладких неустойчивых кривых Wa, где о: Е Qt - это параметр 

такой, что IWalv ~ 2с:. Тогда 

где dma - это одномерная мера Лебега на Wш а dµf - это фактор-мера 
(читатель, незнакомый с измеримыми разбиениями и фактор-мерами может 

обратиться к приложению А). Внутренний интеграл ~ const с: для любо­
го Wa, так как cos<pdm::::::: cos<pdr = dp (элемент р-длины), и IWalv ~ 2с:. 
Фактор-мера, очевидно, конечна, а ее масса ограничена постоянной, не за­

висящей от с:. • 
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Заметим, чтор~(х) < с-тогдаитолькотогда,когдах Е P(u;,eл.-n(S1)) 

для некоторого п ~ 1. Теперь из (4.58) следует, что 

µ{х: р~(х) <с-}~ Се 

для некоторой постоянной С = C(D) > О и всех с > О. Теорема 4.69 
доказана. • 

Далее представим еще несколько фактов о неустойчивых многообра­
зиях. 

Пусть {xm} - последовательность точек в М, сходящихся к точ­
ке у Е S_ 00 при m ---+ оо. Легко увидеть, что ru(xm) ---+ О. Следова­
тельно, произвольно короткие неустойчивые многообразия будут плотны­

ми в М: для любого с > О и любого открытого множества И с М име­
ем µ{х Е И: rи(х) <с-}> О. 

УПРАЖНЕНИЕ 4. 71. Показать, что если последовательность неустой­

чивых многообразий {W"~,} сходится при m---+ оо к кривой W (в с0-метри­
ке), то кривая W (взятая без своих концевых точек) сама является неустой­
чивым многообразием. Указание: заметим, что wns_l = !21, тогда, исполь­
зуя индукцию поп, можно доказать, что F-пcw;:;,) ---+ F-n(W); следова­
тельно, F-n(W) n В-1 = !21 для всех п ~ 1. 

Далее рассмотрим концевые точки неустойчивого многообразия wи ( х). 

УПРАЖНЕНИЕ 4.72. Показать, что если r~(x) > О, то r~(y) > О 
для всех у Е wи(х). (Указание: заметим, что IF-n(wи(x))I ~ е;л-п 

и А< Л.) 
Затем заметим, что если у является концевой точкой wи ( х), то или 

r~(y) > О, или у Е S_ 00 • Однако неравенство r~(y) > О невозможно, 
так как В ЭТОМ случае wи(х) МОЖеТ быть расширено за Пределы ТОЧКИ у. 
Следовательно, у Е S_ 00 • 

УПРАЖНЕНИЕ 4.73. Показать, что почти для всех х ЕМ (по мереµ) 

обе концевые точки wи(х) принадлежат S_00 • (Используйте предыдущее 
упражнение.) 

Заметим, что никакие два неустойчивых многообразия не могут пе­

ресекать друг друга, но они могут иметь общую концевую точку (которая 

лежит на кривой разрыва). 

Определение 4.74. Для любого х ЕМ\ S_ 00 глобальным неустойчи­
вым многообразием называется многообразие 
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Глобальное неустойчивое многообразие для типичной точки х - это 

счетное объединение локальных неустойчивых многообразий, некоторые 

из которых могут иметь общие концевые точки. 

4.14. Расширение на биллиардные столы типа В 

В рассеивающих биллиардах категории В множество особенностей S1 

состоит из бесконечного числа кривых (ер. § 4.1 О), общая длина которых 
бесконечна. Несмотря на это, оценки теорем 4.66 и 4.69 по-прежнему вы­
полняются. 

Теорема 4.75. Для 6WU1иардов категории В wиеем 

µ{х: rи(х) < Е} ~СЕ, 
µ{х: ри(х) < Е} ~СЕ 

для некоторой постоянной С= C('D) >О и всех Е >О. 

(4.59) 
(4.60) 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Уточним доказательства предыдущих парагра­

фов, поскольку оценки (4.56) и (4.58), как уже говорилось, не действуют 
для столов категории В. 

УПРАЖНЕНИЕ 4. 76. Проверить, что мера µ(И-:(S1 )) '""Е ln(l/E) и ме­
ра µ(u;,e(S1)) ,..., Е4/5 • Следовательно, обе меры~ Е. 

Будем использовать обозначения и результаты § 4.10. Пусть Еи(х) -
кусочно-постоянная функция на М, определенная следующим образом: 

Еи(х) = п312 для всех х Е Dt п• где 1 ~ k ~ kшах и n;;:;, 1, и Еи(х) = 1 
для всех других точек в М. ' 

УПРАЖНЕНИЕ 4.77. Доказать, что существует малая постоянная 

с= c('D) >О такая, что сЕи(х) будет нижней границей коэффициента рас­
тяжения неустойчивых векторов dx Е ТхМ для всех х Е М, то есть 
l\Dx.F(dx)I\ ~ cEu(x) lldxl\. Указание: используйте (4.19) и упражне­
ние 4.54. 

Теперь ( 4.55) можно преобразовать следующим образом: 

rи(х) ~ mincEu(.F-nx)cAn-l du(.r-nx,S1 ). 
n~l 

(4.61) 

Очевидно, можно повторить доказательство леммы 4.67 со следующей мо­
дификацией: 

lwl lw l IW-m+1I /W/ -Е ( )~лm-1/W I 
= -m I \ \W \ ~ С и X-m С -m ; W_m -m+l 
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тогда получим (4.61). Как и ранее, выберем А Е (1, Л) и заметим, что 

Для любого с > О пусть 

Обратите внимание, что Т::: ( х) < с тогда и только тогда, когда х Е 

Е Р(й;ё-lё-~Л-п+~(S1)) для некоторого n?:: 1. Таким образом, чтобы 
доказать (4.59), достаточно вывести следующий аналог (4.56): 

(4.62) 

для некоторой постоянной С > О и всех с > О. Для любого n :;::: 1 
и 1 ~ k ~ kma:x множество Dt,n n U'%'(S1 ) лежит внутри О(n-312с)-ок­
рестности границы an:;,,k. Так как длина последней равна О(п- 112 ) 
(см. упражнение 4.52), получим 

(4.63) 

(дополнительный множитель перед п- 1 /2 появляется из плотности cos 'Р = 
= О(п- 112 ) мерыµ на Dt,n). Обозначим 

Так как общая длина линий разрыва S 1 внутри множества Мо конечна, то 

µ(Мо nй'%'(S1)) < constc. 

Складывая эти оценки, получим (4.62) и, следовательно, (4.59). 
Доказательство (4.60) проходит аналогично, но с некоторыми измене­

ниями. Функция Еи ( х) определена таким же образом, как и ранее, и сЕи ( х) 
вновь будет нижней оценкой для коэффициента растяжения неустойчивых 

векторов, как следствие упражнения 4.54. Теперь (4.57) можно изменить 
следующим образом: 
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Оставим проверку читателю. Вновь выберем А Е (1, Л) и заметим, что 

Для любого с > О полагаем 

Обратите внимание, что Р': ( х) < с тогда и только тогда, когда х Е 

Е ?(й;,ec:-lJi.-п+1 (S1)) для некоторого п? 1. Таким образом, чтобы до­
казать (4.60), достаточно вывести следующий аналог (4.58): 

(4.64) 

для некоторой постоянной С > О и всех с > О. 

УПРАЖНЕНИЕ 4.78. Показать, что для всех 1 ~ k ~ kmax и п? 1 

µ(Dt,n n й;,е(S1)) < constn-2c. 

Указание: использовать метод доказательства леммы 4.70. 

С другой стороны, 

µ(Мо nй;,e(S1)) < constc; 

данную оценку можно получить так же, как при доказательстве леммы 4. 70. 
Сложение этих оценок дает (4.64) и, следовательно, (4.60). • 
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Динамика неустойчивых многообразий 

Эта глава посвящена трем фундаментальным свойствам устойчивых 

и неустойчивых многообразий в рассеивающих биллиардах, известным как 

ограничения на искажения (distortion boиnds), абсолютная непрерывность 
и лемма о росте. Эти свойства появляются, тем или иным образом, во всех 

серьезных исследованиях биллиардной динамики (чаще всего при доказа­

тельстве эргодичности и оценок для корреляции; последние существенны 

для центральной предельной теоремы и многих приложений в физике). 

Эти свойства в простейшей форме были доказаны в работе Си­
ная [Sin70], а в последующих исследованиях они были существенно улуч­
шены и переработаны. В этой главе представим их современные версии 

в самой полной и универсальной форме. 

Заметим, что подобные свойства были доказаны для многих других 
классов равномерно гиперболических систем (с особенностями или без); 

см. ссьшки на литературу ниже. Однако в биллиардах эти свойства требу­

ют специального построения («однородных» неустойчивых многообразий; 
см. § 5.4), и доказать их достаточно трудно. Их доказательство является, 
возможно, наиболее технической частью нашей теории, но они же дают 

мощные инструменты для получения перспективных результатов. 

Обсуждение этой главы ограничивается (как и в предыдущей главе) 

рассеивающими биллиардами главной категории А. Отдельные замечания 

приводятся для категории В. Обобщение на другие категории требует су­
щественной технической работы и здесь не проводится. 

5.1. Измеримое разбиение на неустойчивые многообразия 

Определим два важных разбиения пространства столкновений М. Как 

обычно, разбиение ~ - это совокупность {С°'}, состоящая из непересекаю­
щихся подмножеств Са СМ таких, что UaCa = М; обозначим через ~(х) 
единственный элемент ~, содержащий точку х Е М. 
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Пусть ~и - разбиение М на неустойчивые многообразия. Точнее, 

для любой точки х Е М полагаем ~и(х) = wи(х), если последнее не пу­
сто, и ~и ( х) = { х} - в ином случае. Заметим, что если у - концевая 
ТОЧКа wи(х), ТО wи(у) = 0; следовательно, ~и(у) ={у}. 

Важно, что ~и - это измеримое разбиение М. Измеримые разбиения 

обладают мноmми полезными свойствами; в частности, на их элементах 

можно ввести угловые меры. Важные определения и факты см. в приложе­

нии А. 

Чтобы доказать, что ~и - это измеримое разбиение, для него необходи­

мо построить счетное множество образующих {Вт}~=1 ; вновь см. прило­
жение А. Рассмотрим счетную совокупность множеств Q_n(x), определен­
ную в §4.11 для всех х ЕМ и п;:::: 1, и их замыкания Q_n(x). Обозначим 
эту совокупность через {Вт}. 

УПРАЖНЕНИЕ 5 .1. Проверить, что {Вт} действительно является мно­
жеством образующих для разбиения ~и. Необходимо проверить два свой­

ства. Во-первых, для каждого элемента С Е ~и и каждого Вт показать, что 

или С с Вт, или С n Вт = 0. Затем для всех пар несовпадающих элемен­
тов С1 =1- С2 разбиения ~и найти Вт такое, ЧТО С1 с Вт и С2 n Вт= е, 
или наоборот. 

Так как разбиение ~и измеримо, можно применить операции, опре­

деленные на разбиениях из приложений А и С. Во-первых, образ ~~ = 
= { :Р' (С) : С Е ~и} - это измеримое разбиение М для любого n Е Z. 
Во-вторых, разбиение ~~1 более мелкое, чем ~~2 для любого n1 < n2 (на­
помним упражнение 4.64); то есть последовательность разбиений{~~} убы­
вает: 

"· >;= ~~n >;= "· >;= ~~1 >;= ~~ >;= ~f >;= "· >;= ~~ >;= "" (5.1) 

Далее опишем их объединение V':=-oo~~ и пересечение А':=-оо~~; см. при­
ложение А. Поскольку диаметр ;:-п (Wи) сходится к нулю при п ----+ оо, то 

(5.2) 

где е обозначает разбиение М на отдельные точки. 

С пересечением пи = А':=-оо~~ работать сложнее, так как его нельзя 
построить «поэлементно». Действительно, образы Fn(wи) неустойчивых 
многообразий растут при n ----+ оо и сходятся к глобальному неустойчивому 

многообразию сwи (см. определение 4.74), но разбиение М на глобаль­
ные неустойчивые многообразия не измеримо. 



5.2. u-SRB плотности 157 

Поскольку разбиение 7Ги не используется в данной книге, обсудим его 

лишь кратко. Оно связано с так называемым разбиением Пинскера 7Г(F), 
которое является объединением всех конечных разбиений с нулевой эн­

тропией; см. приложение С. Из (5.1) и (5.2) следует, что 7Ги >;= 7Г(F); 
см. приложение С. Кроме того, для некоторых классов гиперболических 

отображений, включая гиперболические биллиарды, справедливо тожде­

ство 7Ги = 1Г(F) (mod О) (см. [Sin66,Pes77b]), так что 7Ги совпадает с разби­
ением Пинскера. Из эргодической теории известно, что автоморфизм явля­

ется К-перемешивающим тогда и только тогда, когда его разбиение Пинске­

ра тривиально; то есть если его элементы имеют меру О или 1; см. приложе­
ние С. В главе 6 будет доказано, что отображение F действительно является 
К-перемешивающим; следовательно, его разбиение Пинскера тривиально. 

Таким образом, 7Ги в действительности тривиальное разбиение. 

Благодаря обратимости времени (см. замечание 4.16) разбиение е про­
странства М на устойчивые многообразия имеет аналогичные свойства. 

в частности, его образы ~~ = ;:пе образуют возрастающую последова­
тельность 

их объединение V~=-oo~~ = е и пересечение 7Г8 = /\~=-=~~ имеют свой­
ства, подобные свойствам 7Ги. 

5.2. u-SRВ плотности 

Из измеримости разбиения ~и следует существование угловых мер 

на его элементах, порожденных мерой µ; см. приложение А. В этом па­
раграфе опишем эти меры. 

Введем удобные обозначения. Для любой точки х Е W, взятой на лю­
бой неустойчивой (или устойчивой) кривой W СМ, обозначим через 

,.,._ Р( ) = llDxP(dx)ll 
JW Х lldxll (5.3) 

якобиан сужения отображения Р на одномерную кривую W в точке х 

в евклидовой метрике (здесь dx обозначает ненулевой касательный вектор 
к кривой W в х). 

Теорема 5.2. Почти для всех х ЕМ угловая мера vwu(x) на неустой­
чивом многообразии W = wи ( х) абсолютно непрерывна относительно 
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меры Лебега на wи, а ее плотность pw(Y) есть сR-2-гладкая функция, 
удовлетворяющая 

Pw(Y) = lim .:Тw:F-n(y) 
pw(z) n---+oo .:Тw:F-n(z) 

(5.4) 

для любых у, z Е W (заметим, что это соотношение определяет плот­

ность pw на W с точностью до постоянного множителя, но, поскольку 

мера vw должна быть вероятностной, величина pw полностью определя­
ется условием fwPw(x)dx = 1). 

Гладкие угловые меры на неустойчивых многообразиях с такими свой­

ствами были впервые построены Синаем в 1968 году [Sin68a] (для диф­
феоморфизмов Аносова), а к настоящему моменту все вышеперечислен­

ные факты доказаны для больших классов гиперболических отображений 

и стали стандартными в эргодической теории. Однако полные доказатель­

ства достаточно сложны, чтобы приводить их здесь; полное описание чита­

тель может найти в [Sin68a] и [PeS82, теорема 3] (аналогичное доказатель­
ство также приводится в [Led84, предложение 3.1]). Гладкость плотностей 
условного распределения (для диффеоморфизмов Аносова) бьmа установ­

лена в [Ll92, следствие 4.4]. 
Приведем здесь только полуэвристический правдоподобный набросок, 

объясняющий (но не доказывающий) данную теорему. Существование пре­

дела (5.4) и Сl-2-гладкость Pw будут доказаны сразу после предложе­
ния 5.4. 

Если бы неустойчивые многообразия бьmи параллельными линия­

ми (как в примере в приложении А, проиллюстрированном на рис. А.1 ), 
то плотность vwи(x) была бы пропорциональна плотностиµ, если послед­

няя ограничена wи(х). Чтобы это наблюдение работало в нашем случае, 
применим ;:-п и воспользуемся инвариантностью меры. 

Выберем большое п >> 1 и рассмотрим все неустойчивые многообра­
зия wи С Q-2п(х). Очевидно, кривые wи С Q-2n(x) не являются ни па­
раллельными, ни прямолинейными, так как функция vи(х) непостоянна. 
Однако кривые W~ : = ;:-п (Wи) оказываются достаточно близки к тому, 
чтобы быть параллельными и прямолинейными в следующем смысле. 

Заметим, что 

где Qn(F-nx) - это связные компоненты М \ Sn, содержащие точ­
ку ;:-п(х). Диаметр области Q-n,n меньше, чем сл-п, где С > О - это 
максимальный размер устойчивых и неустойчивых кривых, так что каждая 
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кривая будет почти прямолинейной (так как кривизна неустойчивых много­

образий равномерно ограничена). Кроме того, поскольку отображение F-n 
гладкое на Q-n,n, осцилляцию функции ви на Q-n,n можно сделать про­
извольно малой, выбирая достаточно большое n; см. § 4.7. В этом смысле 
все кривые w~ с Q-n,n почти параллельны. 

Теперь меру µ на Q-n,n можно хорошо аппроксимировать мерой, 
условные распределения которой на W~ равномерны. Внесем эту аппрок­

симирующую меру под Р и получим аппроксимацию мерыµ на Q_ 2n(x), 
условные распределения которой на wи С Q_ 2n(x) имеют плотно­
сти PW",n' удовлетворяющие соотношению 

РW",п(У) 
PW",п(z) 

.JwиF-n(y) 

.Jwи:F-n(z) 

для любого у, z Е wи. Переход к пределу n--+ оо дает нужный результат. 

Определение 5.3. Для любого неустойчивого многообразия W с М 
единственная плотность вероятности pw, удовлетворяющая (5.4), называ­
ется и-SRВ rиютностью, а соответствующая вероятностная мера vw назы­
вается и-SRВ мерой (или иногда и-мерой Гиббса). 

Аббревиатура SRВ введена в честь Синая, Рюэлля и Боуэна, в работах 

которых [Sin68a,Ru76,Bow75] была впервые исследована эта мера. u-SRВ 
меры удовлетворяют следующему свойству инвариантности. 

Предложение 5.4. Пусть W С М - неустойчивое многообразие 

и F(W) = Ui Wi - его образ, который является конечным или счет­
ным объединением неустойчивых многообразий Wi. Тогда образ F(vw) 
меры vw, условной на каждом Wi, совпадает с vw;. 

Доказательство оставим в качестве упражнения. Указание: используй­

те (5.4). 
Проверим, что предел (5.4) сушествует по крайней мере для типичных 

неустойчивых многообразий. Переход к логарифму и использование прави­

ла дифференцирования сложной функции сводит задачу к исследованию 

сходимости ряда 

00 

L (ln.Jw"F- 1 (Yп) - ln.JwnF- 1 (zп)), (5.5) 
n=O 

где Wn = F-n(W) и Уп = F-n(y) (то же самое для Zп). 
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Чтобы описать сужение неустойчивых многообразий под действием 

обратного отображения :F-1, выберем ХЕ W И обозначим Хп = :F-n(x). 
Тогда, используя результаты и обозначения (4.18) и (3.40), имеем 

COS 1Рп J1 + V~+i 
J1 + v~ ' 

(5.6) 

где Тп = т(хп) и Вп, Кп и т.д. берутся в точке Хп; заметим, что здесь 
использовалось уравнение зеркала (3.33). Следовательно, 

1 1 
lnJ"wп:F- 1 (xn) = lnCOS<pп + 2 ln(l + v;+1) - 2 ln(l + v;) -

- ln[2Kп+1Tn+l + COS'f?n+l (1 + Tn+1B;;-+1)]. (5.7) 

Благодаря равномерной гиперболичности :F (ер. с (4.19)) dist(yn, zп) ::;; 
::;; diam(Wn)::;; дл-п, где С= 1/с. Таким образом, 

где максимум выбирается по всем Хп Е Wn и d/dxn обозначает производ­
ную относительно евклидовой длины на Wn (здесь не фиксируется ориен­
тация Wn, так как используется только абсолютное значение этой произ­
водной). 

Далее продифференцируем (5.7) по Хп. Соотношение (5.7) содержит 
функции, зависящие от Хп+1 ; для них используются правила дифференци­
рования сложной функции 

(заметим также, что множитель J"wn:F- 1 (xп) равномерно ограничен). 
Теперь напомним, что величины 'f?, К, в- и V есть сt-2-гладкие функ­

ции на неустойчивых многообразиях с равномерно ограниченными произ­

водными (ер. со следствием 4.61, замечанием 4.62 и леммой 4.30), тогда 
Как ИЗ (4.51) вытекает, ЧТО Tn+l - ЭТО СЕ-гладкая функция ОТ Xn+l И Хп. 
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Кроме того, все выражения в правой части (5. 7), за исключением первого, 
равномерно ограничены. Таким образом, 

~ l '7. :F-l( ) _ Qп(Хп) 
d n...1wn Хп - ' 
Хп COS 'Рп 

(5.8) 

где Qп - ЭТО Сl-З_гладкая равномерно ограниченная функция перемен­
ной Хп с равномерно ограниченными производными. 

ЗАМЕЧАНИЕ 5.5. В биллиардах категории В свободный пробег т ограничен 
снизу ( т min > О), но не сверху; следовательно, последний логарифмический член 

в (5.7) ограничен снизу, но не сверху. Однако это не приводит к серьезным затруд­
нениям, так как производная этого члена равна 

2К:n+1 Tn+1 + COS 'Pn+1 (1 + Tn+1B;:;-+1)' 

где Q(xn) - гладкая равномерно ограниченная функция Хп с равномерно ограни­
ченными производными. Знаменатель в данном случае отделен от нуля; следова­

тельно, (5.8) также выполняется для биллиардов категории В. 
В биллиардах категории C-F свободный пробег т может быть произвольно 

близким к нулю. Это вызывает более серьезные сложности при получении оценок, 

но и для этих случаев соответствующие оценки могут быть выведены; см. [BSC91, 
приложение 1]. 

Продолжим анализ. Из (5.8) следует, что 

где минимум берется по всем х Е W. Для успешной работы с потен­
циально малым знаменателем необходимо предположить, что r~(x) > О 
для некоторой точки х Е W (и следовательно, для всех точек х Е W; 
см. упражнение 4.72); это предположение справедливо для типичных кри­
вых W; см. §4.12. Кроме того, ограничим анализ отрезком W[y,z] С W 
кривой W с концевыми точками у и z. Тогда du(:F-nx, S1 ) ~ cl\-n; следо­
вательно, cos 'Рп > cJ\-n для всех п ~ 1 и всех х Е W[y, z] и для некоторого 
с= с(у, z) >О. Также напомним, что А < Л; следовательно, J\-n » л-п, 
и, таким образом, 

1 ~ 
min cos 'Рп > - сЛ -п. 
х 2 

То есть ряд (5.5) сходится экспоненциально, а u-SRВ плотность pw суще­
ствует. 



162 ГЛАВА 5 

ЗАМЕЧАНИЕ 5.6. При доказательстве предполагалось, что r;: > О на W; 
то есть необходимо, чтобы ;:--n(W[y, z]) находилось хотя бы на некотором рас-
стоянии(~ const Л-п) от особенностей S1 и это расстояние должно быть намного 
больше, чем размер ;:--n (W[y, z]). Кроме того, предполагается, что если это не так, 
то есть если ;:--n(W[y, z]) подходит слишком часто и слишком близко к особенно­
стям, то u-SRВ плотность может не существовать. 

5.3. Контроль за искажением и полосы однородности 

u-SRВ плотности Pw существуют почти на всех неустойчивых много­
образиях W С М, но они могут быть очень неоднородными. Колебания pw 
на W являются результатом неравномерного сужения прообразов ;::-п (W) 
под действием обратного отображения :г- 1 (см. предыдущий параграф), 
и самые большие отклонения в коэффициенте сужения (наибольшие иска­

жения неустойчивых многообразий, вызванные ;:-1) наблюдаются вблизи 
особенностей S0 = { cos ер = О}. 

УПРАЖНЕНИЕ 5.7. Используя (5.8), показать, что если одна конце­
вая точка ;:-п (W) лежит на S0 для некоторого n ~ О, то плотность pw 
обращается в нуль в соответствующей концевой точке W. 

Для последующих исследований потребуется управлять колебаниями 

u-SRВ плотностей Pw. Точнее, необходимо разделить каждое неустойчи­
вое многообразие на части, на каждой из которых u-SRВ плотность почти 

равномерна (pw ~ const ). 
В случае равномерных гиперболических отображений без особенно­

стей (диффеоморфизмы Аносова и аксиомы А) u-SRВ плотность удовле­

творяет равномерной оценке 

[ d~ lnpw(x) [ :::;; С= const; (5.9) 

см. [LMM86, раздел 2] и [L192]. Следовательно, для всех х, у Е W 

e-C/W/ ~ Pw(x) ~ eCIWI 
"' pw(y) "' . 

(5.10) 

Таким образом, для любого е > О существует 8 > О такое, что колебания 
u-SRВ плотностей на 8-малых неустойчивых многообразиях е-малы. 

В случае с биллиардами нет таких роскошных условий. Как следует 

из (5.8) и упражнения 5.7, производная d~ lnpw(x) может быть не огра­
ничена и колебания u-SRВ плотности могут быть произвольно большими 
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на произвольно коротких неустойчивых многообразиях. Чтобы работать 

с такой задачей, будем делить неустойчивые многообразия на части, в ко­

торых колебания u-SRВ меры будут ограниченными. 

Так как наибольшие колебания происходят в окрестности S0 , Я. Синай 

предложил [BSC91] делить неустойчивые многообразия счетным числом 
линий, параллельных Sa и сконцентрированных на S 0 ; см. рис. 5.1. Введем 
определение. 

7r/2 

JН!о м 

Рис. 5.1. Полосы однородности 

Определение 5.8. Пусть ko ~ 1 - большая постоянная. Для каждо­

го k ~ k0 определим две полосы однородности JНI±k С М 

и 

JН[_k = {(r,<p): - п/2 + (k + 1)-2 < <р < -п/2 + k- 2
}. 

Пусть 

(5.11) 

Таким образом, М делится на полосы однородности JНik. Обозначим через 

где lkl ~ ko, границы полос однородности, и пусть 

(5.12) 

Большая постоянная k0 » 1 будет выбрана в § 5.10 (любопытный чи­
татель найдет ее в доказательстве леммы 5.56). 
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Определение 5.9. Говорят, что устойчивая или неустойчивая кри­

вая W С М является слабо однородной, если W принадлежит одной поло­
се IНik. 

Запишем важную оценку. 

Лемма 5.10. Для любой точки х = (r,'f?) на слабо однородной 
неустойчивой или устойчивой кривой W С IНik имеет место оценка 

IWI ~ const (lkl + 1)-3 ~ const cos312 'Р· (5.13) 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Утверждение следует из оценок (4.14) и опреде-
ления 5.8. • 

5.4. Однородные неустойчивые многообразия 

Определение 5.11. Говорят, что неустойчивое многообразие W с М 
является однородным, если .r-n(W) слабо однородное для каждого n ~О. 
Аналогично, устойчивое многообразие W с М называется однородным, 
если .rn(W) слабо однородное для каждого n ~О. 

Для краткости назовем однородные многообразия Н-многообразиями. 

УПРАЖНЕНИЕ 5.12. Доказать, что для заданного неустойчивого мно­

гообразия W СМ связные компоненты W \ Uп;;,о?(§) будут И-многооб­
разиями. Аналогично, для любого устойчивого многообразия W С М связ­
ные компоненты W \ Un;;,oF-n(§) будут устойчивыми И-многообразиями. 

Таким образом, линии §k с § и их образы ведут себя как особенности. 
Тогда естественным будет объединить их с существующими множествами 

особенностей Sn, -оо < n < оо, и работать с их объединением, как с новы­
ми («расширенными») особенностями. Чтобы записать это в строгом виде, 

в [Ch99] было предложено переопределить пространство столкновений М 
следующим образом. 

Определение 5.13 (новое пространство столкновений). Каждая 

связная компонента старого пространства столкновений Mi с М (вспом­
ните (2.17)) делится на счетное множество связных полос однородно­
сти IНii,k: = Mi nIНik. Новое пространство столкновений MIНI определяется 
как несвязное объединение замыканий IНii,k· 

Обратите внимание, что новое пространство MIНI замкнуто, но более 

не является компактным (оно имеет счетное число связных компонент). 

Также заметим, что дМIНI = §. 
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Отображение F: М ~ М естественным образом действует на новое 
пространство столкновений MJНI; обозначим его FJНI: MIНI ~ MJНI. Заметим, 
что FJНI не определено на F-1 ( So), так как прямая S0 не принадлежит но­
вому пространству столкновений. С другой стороны, каждая линия §k с § 
преобразуется в две линии в MJНI; таким образом, отображение FIНI будет 
двузначным на F-1 (§)(это неудивительно, поскольку типичные биллиард­
ные отображения и потоки многозначны в особенностях; ер. с главой 3). 

УПРАЖНЕНИЕ 5.14. Показать, что отображению FJНI не хватает глад­

кости на «расширенном» множестве особенностей S 1 U § U F- 1 (§). Анало­
гично, отображение .1jffi не является гладким на «расширенном» множестве 
особенностей 

(5.14) 

Обратное отображение F;n не будет гладким на «расширенном» множе­
стве особенностей 

(5.15) 

м 

Рис. 5.2. Кривые .r- 1 (§), сконцентрированные на S1 

Заметим, что F-1 (§) - это счетное объединение устойчивых кривых, 
которые почти параллельны друг к другу и сконцентрированы на старых 

кривых разрыва S 1 \S0 ; см. рис. 5.2. (Заметим, что F-1 (§) сконцентрирова­
но на одной стороне каждой кривой S 1 \S0 - стороне, которая отображается 
на окрестность S0 ; ер. с § 4.9.) Таким образом, для каждого n ~ 1 множе­
ство F-n(§) называется счетным объединением компактных сt- 1 -гладких 
устойчивых кривых. Аналогично, Fn(§) - это счетное объединение ком­
пактных сt- 1 -гладких неустойчивых кривых. 
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УПРАЖНЕНИЕ 5 .15. Основываясь на результатах § 4.5, показать, что 
все f, - 1 производных этих кривых равномерно ограничены. 

УПРАЖНЕНИЕ 5 .16. Проверить, что свойство выравнивания (§ 4.8), 
свойство продолжения (§ 4.9) и свойство «выпуклостю> (упражнение 4.49) 
сохраняются для «расширенного» множества особенностей 8);11. 

Пусть Q~п(х) обозначает связную компоненту множества М \ si::in, 
содержашую х. Эти новые области Q~п(х) вложены в старые обла­
сти Q_п(х), которые использовались в §4.11, и имеют похожую форму. 
Доказательства этого раздела останутся справедливыми для этих новых 

областей, и, следовательно, пересечение n~=l Q~п ( х) является замкнутой 
неустойчивой кривой. Пусть WШt ( х) обозначает кривую без концевых точек. 
Тогда WШt(x) - это максимальное неустойчивое И-многообразие, проходя­
щее через х. 

Все факты, упомянутые в§ 5.2, сохраняются для неустойчивых И-мно­
гообразий. Во-первых, разбиение ~iffi множества М на (максимальные) 

неустойчивые И-многообразия измеримо. Соответствующие угловые меры 

на кривых WШt - это u-SRВ меры, плотность которых определяется (5.4). 
Благодаря обратимости времени (см. замечание 4.16) устойчивые 

И-многообразия WJiir(x) определяются и строятся подобным же образом. 
Разбиение ~Шr множества М на (максимальные) устойчивые И-многообра­
зия также измеримо. 

5.5. Размер И-многообразий 

Анализ в предыдущем параграфе очевидно показывает, что неустой­

чивые (и устойчивые) И-многообразия для отображения :F: М ___, М 
являются неустойчивыми (соответственно устойчивыми) многообразиями 

для отображения FJНI: MJНI ___, MJНI на новом пространстве столкнове­

ний MJНI; отображение FJНI имеет «больше особенностей», чем :F. 
Этот факт позволяет использовать методики параграфов 4.11-4.14, 

чтобы оценить длину И-многообразия WШt(x). Обозначим через riffi(x) = 
= rw;(x)(x) расстояние, измеренное вдоль WШt(x), от х до ближайшей 
концевой точки WШt(x). 

Теорема 5.17. WШt(x) существует (то есть riffi(x) >О) почти для всех 
х Е М. Кроме того, 

µ{х: riffi(x) < 10}:::::; С10 (5.16) 

для некоторой постоянной С= C(V) >О и всех Е" >О. 
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ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Ход доказательства очень близок к доказатель­

ству (4.59) в§ 4.14, поэтому некоторые шаги читателю придется проделать 
самостоятельно в качестве упражнений. Пусть Еи ( х) - кусочно-постоянная 

функция на М, определенная как Еи ( х) = ( 1 kl + 1) 2 для всех х Е у::- 1 (IНik). 

УПРАЖНЕНИЕ 5 .18. Показать, что существует малая постоянная 

с= c(V) >О такая, что коэффициент растяжения неустойчивых векто­
ров dx Е 'ГхМ для всех х Е М лежит между cEu ( х) и -с- 1 Еи ( х), то есть 

-Е ( ) ~ llDxF(dx)ll ~ --1Е ( ) 
с и х '"' lldxll ~ с и х . 

Указание: заметим, что если х Е y::- 1 (IНik), то cos<p ~ (lkl + 1)-2 в точ­
ке F(x) Е IН!k и, используя соотношение (4.20), можно прийти к выводу, 
ЧТО llDxF(dx)ll/lldxll ~ (lkl + 1)2

. 

Для любой точки х Е М обозначим через dи(х, sr) длину самой ко­
роткой неустойчивой кривой, которая соединяет х с множеством sr. 

УПРАЖНЕНИЕ 5.19. Адаптировать доказательство (4.61), чтобы пока-
зать, что 

Выберем А Е (1, А) и заметим, что 

riill(x) ~ riill*(x): = minccEu(F-nx)An-ldи(F-nx,Sr). 
n~l 

Для любого Е: > О пусть 

u:(sr) = {х: Еи(х) dи(x,sr) < Е:}. 

Заметим, что r.iffi*(x) < Е: в том, и только в том случае, когда х Е 

Е Fn(u:c-1c-1Л-n+1(sr)). 
УПРАЖНЕНИЕ 5.20. Адаптировать доказательство (4.62), чтобы пока­

зать, что µ(U;;'(Sr)) <СЕ: для некоторой постоянной С> О и всех Е: >О. 
Указание: для любого k множество y::- 1 (IНik) n U;;'(Sr) лежит внут­
ри O((lkl + 1)-2Е:)-окрестности границы дF-1 (IНik); следовательно, 

µ(F- 1 (IНik) n u:(sr)) < const (ikl + 1)- 2 Е:. 
Также проверить, что Е:-окрестность множества § (которая является ча­

стью sr) имеет µ-меру О(Е:). 
Отсюда следует, что µ{х: riffi*(x) < Е:} :::;; СЕ:; следовательно, теорема 

доказана. • 
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Теорема 5.17 показывает, что, несмотря на то что неустойчивые И-мно­
гообразия намного короче, чем обычные неустойчивые многообразия, 

они удовлетворяют такой же линейной «оценке хвоста» (сравните (4.54) 
и (5.16)!). Заметим, однако, что, как показывает следующее упражнение, 
не существует линейной оценки хвоста для длины И-многообразия в р-мет­

рике. 

УПРАЖНЕНИЕ 5.21. Пусть pJНr(x) обозначает расстояние от х до бли­
жайшей концевой точки И-многообразия WШJ(x) в р-метрике. Показать, 

что µ{х: pJНr(x) < с:} ~ Сс:4/5 для некоторой постоянной С > О 
и всех достаточно малых с: > О. Указание: для любого х Е lli!k име­

ем IWШJ(x)lp,,:;:; constk-5 . 

УПРАЖНЕНИЕ 5.22. Показать, что µ{х: pllir(x) <с:},,:;:; Сс.415 для неко­
торой постоянной С > О и всех достаточно малых с: > О. 

Далее представим несколько дополнительных фактов о И-многообра­

зиях. 

УПРАЖНЕНИЕ 5 .23. Показать, что почти для всех точек х Е М мно­

жество wи(х) n Fn(§) пустое для всех п ~ О, за исключением конечного 
числа. Указание: заметим, ЧТО если Wu(x)nFn(§)-:/= 0, ТО .r-n(Wu(x)) С 
С И~л. -n+i (§) для некоторой постоянной С > О. Затем использовать оцен­
ку из упражнения 5.20. 

Тем не менее для каждого п ~ О множество wи(х) n .rn(§) являет­
ся или конечным, или счетным, но в последнем случае его точки сходятся 

к концевой точке wи(х). Таким образом, множество wи(х) n (Uп;;.оFп(§)) 
концевых точек И-многообразия WШJ С W(x) или конечное, или счетное, 
и в последнем случае оно концентрирует концевые точки wи(х) (но внут­
ри wи(х) точек сгущения нет); см. рис. 5.3. 

УПРАЖНЕНИЕ 5.24. Используйте метод упражнения 4.71, чтобы по­
казать, что если последовательность неустойчивых И-многообразий {W~} 
сходится при т ---t 00 к кривой w (в с0-метрике), то w (взятое без своих 
концевых точек) само будет неустойчивым И-многообразием. 

УПРАЖНЕНИЕ 5.25. Используйте метод упражнения 4.72, чтобы по­
казать, что если riffi*(x) > О, то riffi*(y) > О для всех у Е WШJ(x). Затем 
показать, что почти для всех х Е М по мере µ обе концевые точки WШJ ( х) 
принадлежат Un;;,oS~n· 

Наконец, теорема 5 .17 может быть расширена на биллиарды катего­
рии В; укажем необходимые изменения при доказательстве для этого слу­

чая. Некоторые подробности остаются читателю. 
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W"(x) 

Wll\t,o 

Wll\t,-1 

Рис. 5.3. Разбиение типичного неустойчивого многообразия на И-многообразия 

В первую очередь необходимо переопределить функцию Еи(х), так 
что для каждого х Е ;::- 1 (JН!k n DZ:n) (эквивалентно, для каждого 

х Е ;::- 1 (JНik) П Dtп)(см. определение п-ячеек Dtn в§ 4.10) имеем Eu(x) = 

= n(jkj + 1)2
• 

УПРАЖНЕНИЕ 5.26. Показать, что существует малая постоянная 

с= c(V) >О такая, что коэффициент растяжения неустойчивых векто­
ров dx Е 'ГхМ для всех х Е М лежит в диапазоне между cEu(x) 
и z- 1 Еи(х), то есть 

- ( ) llDxF(dx)ll - 1 ( ) 
cEu х ~ l\dxll ~ с- Еи х . 

Указание: доказательство аналогично упражнению 5.18; используйте тот 
факт, ЧТО т(х);::::: n ДЛЯ ХЕ Dtn· 

Последнее изменение следует провести при доказательстве самой важ­

ной оценки µ(u:(sr)) < Се. Непосредственным образом можно прове­
рить, что для каждой п-ячейки Dtn множество ;::-1 (JН!k) n Din будет узкой 
полоской, протяженной от верха До низа этой ячейки; см. рнс. 5.4. Длина 
этой ячейки равна О(п-112 ) (см. § 4.10); следовательно, 

µ(F- 1 (JН!k) nDtп nu:(sr)) < constn-2 (lkl + 1)- 2с 

(дополнительный множитель п- 1/2 появляется благодаря плотности cos <р = 
= О(п- 112 ) мерыµ на Dtn' так же, как в оценке (4.63)). Складывая эти 
оценки по всем k и n, получим требуемое утверждение. 
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So 

Рис. 5.4. Множество .r- 1 (JНik) n Din внутри ячейки Din для биллиардов катего-
рии В ' ' 

5.6. Ограничения на искажения 

Как уже упоминалось, равномерных ограничений, подобных (5.9) 
и (5.10), для биллиардов не существует. В этом параграфе выведем неод­
нородные ограничения на колебания u-SRВ плотностей на неустойчивых 

И-многообразиях, которые будут справедливы для биллиардов. 

Наша первая лемма применима к достаточно общим неустойчивым 

кривым (при условии, что они однородные в некотором смысле), но по­

следующие теоремы ограничиваются неустойчивыми И-многообразиями. 

Пусть W - неустойчивая кривая такая, что Wn = ;:--п(W) - это сла­
бо однородная неустойчивая кривая для всех О ~ n ~ N -1. Предположим, 
что кривые Wп являются сt-1-гладкими и все их f - 1 производных рав­
номерно ограничены (скажем, постоянными Cv, 1 ~ v ~ f - 1, которые 
использовались в предложении 4.29). 

Будем использовать обозначение § 5.4. В частности, для любой точ­
ки х Е W полагаем Хп = ;:--п(х) и обозначим через .JwF-n(x) коэффи­
циент сужения W под действием отображения ;:--п в х. Следующее утвер­
ждение является аналогом (5.10). 

Лемма 5.27. Для любых у, z Е W и каждого 1 ~ n ~ N имеем 

где С = C(7J) > О и Cd = Cd(7J) > О - постоянные (нижний индекс d 
постоянной cd обозначает «искажения» («distortioпs»)). 
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Очевидно, что IWI можно заменить расстоянием между точками у и z. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Логарифмируя и используя правило дифференци­
рования сложной функции, получим 

n-1 

~ L lln.Jwm.:F- 1 (Ym) - ln.Jwm.:F- 1 (zm)I ~ 
m=O 

n-1 1 d 1 ~~о IWml шах dxm ln.Jwm.:F-
1
(xm) ~ 

n-1 

~ const L IWml/coS'Pm ~ 
m=O 
n-1 

~ const L 1Wml113
. 

m=O 

На последних двух шагах использовались соотношения (5.8) и (5.13). 
Заметим, чтобы использовать (5.8), необходимы равномерные оценки 
на производные Wn. Благодаря равномерной гиперболичности .:F име-
ем 2.:;~~~ IWnj 1

/
3 ~ const jWj 113

. • 

Следствие 5.28. Для каждого х Е W и каждого 1 ~ п ~ N 

-1 .Jw.:F-n(x) 
cd ~ IWnl/IWI ~ 0 d· 

Следующая теорема является аналогом (5.9). 

Теорема 5.29 (ограничения на искажения). Для каждого неустой­
чивого Я-многообразия W С М 

1 d~ lnpw(x)\ ~ IW~2;3 , 
где С= C('D) >О - постоянная. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Зафиксируем точку х Е W. Тогда, благодаря (5.4) 
и правилу дифференцирования сложной функции, 

00 

lnpw(x) = lnpw(x) + L(ln.Jwn.:F-1 (xn) - ln.Jwn.:F-1 (-Xn)) 
n=O 
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(экспоненциальная сходимость этого ряда была установлена в § 5.2). Сле­
довательно, 

~ dxn d -1( ) = ~ -d -d ln.:Jwn:F Хп = 
n=O Х Хп 

= f .:Jw:F-n(x) Qп(хп) 
n=O СОS'/)п 

(5.17) 

(при условии, что этот ряд сходится равномерно по х, что будет ясно из по­
следующего анализа). Здесь Qп - это сR-З_гладкая равномерно ограничен­
ная функция Хп с равномерно ограниченными производными; ер. с (5.8). 
Следовательно, 

1 

d 1 оо .:lw:F-n(x) 
-d lnpw(x) ~ const L ~ 
Х n=O COS 'Рп 

~ const ~ IWnl/IWI ~ 
"' ~ !Wпl 2l3 "' 

00 л-п/3 

~ const ~ 1w121з' (5.18) 

где использовались соотношение (5.13), следствие 5.28 и равномерная ги­
перболичность :F; ер. с (4.19). Теорема 5.29 доказана. • 

Следствие 5.30. Для ка:ждого х, у Е W 

с-1 ~ e-CIWll/3 ~ pw(x) ~ eCIWll/3 ~с 
d "' "' ( ) "' "' d, Pw У 

где С = С ( D) > О - постоянная. 

Теорему 5.29 можно обобщить на производные более высокого порядка. 

Теорема 5.31 (ограничения на искажения высокого порядка). 

Для ка:ждого v = 1, ... , f, - 2 существует постоянная Cv = Cv(D) > О 
такая, что 
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ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Для 1/ = 1 см. предыдущую теорему. Для 1/ ;::=: 2 
необходимо продифференцировать (5.17). Сначала заметим, что 

следовательно, 

= I: .Jw:F-n(x) dxm ~ .Jw :;:-l(xm) = 
m=O Jwm:F- 1(xm) dx dxm rn 

= .Jw:F-n(x) I: .Jw:F-m(x) Qm(xm). 
m=O COS<pm 

Кроме того, 

dx dxn cosr.pn 

= .Jw:F-n(x) [Q~(xn) + Qп(Хп~ sinrpп dr.pn], 
COS 'Рп COS 'Рп dxn 

где 

Jdr~ + dr.p~ 
- это сR-Z_гладкая равномерно ограниченная функция С равномерно огра­
ниченными производными на неустойчивых многообразиях; см. обозначе­

ния (5.6) и (5.7). Следовательно, 

где Qhl) - ЭТО Сl-4-гладкая равномерно ограниченная функция Хп С рав­
номерно ограниченными производными на неустойчивых многообразиях. 

Заметим, что гладкость функций, участвующих в анализе, уменьшается 
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по мере того, как вычисляются оценки для производных ln pw ( х). Таким 
образом, ограничения на производные высокого порядка требуют большей 

гладкости биллиардного стола V. 
Комбинируя оценки, получим 

Повторяя цепочку оценок из (5.18), получим 

1 

d
2 

1 ( 

00 Л -п/З ) 

2 

const 
dx2 lnpw(x) :( const ~ 1w121з :( 1Wj4/з' 

что доказывает теорему для v = 2. Доказательство для v ~ 3 получается 
непосредственно по аналогии с приведенными доказательствами; оставим 

его читателю в качестве упражнения. • 

УПРАЖНЕНИЕ 5.32. Доказать теорему 5.31 для v = 3. Вам потре­
буется выразить третью производную аналогично (5.19). Указание: самый 
важный член соответствующей формулы будет иметь вид 

где Q~2) - это сt-5_гладкая равномерно ограниченная функция перемен­
ной Хп с равномерно ограниченными производными на неустойчивом мно­

гообразии. 

ЗАМЕЧАНИЕ 5.33. Теорема 5.29 бьша впервые доказана в [BSC91, приложе­
ние 1] (хотя и в более слабой форме). Теорема 5.31 была доказана в [СDОб, при­
ложение В], но только для v = 1 и v = 2. Расширение для случая v > 2 было 
опубликовано в [СhОба]. 

Приведенные оценки могут быть расширены на неустойчивые кривые 

при условиях, описанных непосредственно перед леммой 5.27. А именно, 
пусть W - неустойчивая кривая такая, что Wn = F-n(W) - это слабо 

однородная неустойчивая кривая для всех О :,;; п :( N -1. Предположим, что 
кривые Wп являются сt-1-гладкими и все их f-1 производных равномерно 
ограничены (в соответствии с предложением 4.29). 
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Предложение 5.34. Для любого v = 1, ... , f, - 2 существует постоян­
ная Cv = Cv(D) >О такая, что 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Доказательство основано на лемме 5.27. Оно лишь 
немного отличается от доказательств теорем 5 .29 и 5 .31, главным образом 
тем, что производные представляются конечными, а не бесконечными ря­

дами. Читателю предоставляется возможность проверить это. • 

В эргодической теории часто приходится итерировать меры. Классиче­

ская теорема Крылова-Боголюбова [КН95, теорема 4.1.1] утверждает, что 
любое непрерывное преобразование F: Х --> Х компактного метрическо­

го пространства Х имеет по меньшей мере одну инвариантную меру µ. 
Чтобы доказать это, выберем произвольную вероятностную меру µ0 на Х 
и докажем, что любая предельная точка средних Чезаро 

есть F-инвариантная мера. 

п-1 1'"" . µ~ = - LIF'µo 
n i=O 

(5.20) 

Хотя теорема Крылова-Боголюбова не применяется к биллиардам 

(отображение :F не является непрерывным), итерации некоторых мер 
под действием :F играют важную роль при изучении эргодических свойств 
отображения столкновения :F. 

Пусть µ0 - вероятностная мера, сконцентрированная на неустойчи-

вой кривой W, с плотностью pW относительно меры Лебега на W. Тогда 
для каждого п ~ 1 мера µп = Р µ0 имеет на множестве Р (W) плотность 
вида 

р(п)(х) = J;r-nw:F-n(x) PW (:F-n(x)). 

Якобиан :Ттnw:F-n(x) можно контролировать леммой 5.27 и предложени­
ем 5.34, но это потребует разбиения W и его образов на слабо однородные 
неустойчивые кривые, которые назовем однородными компонентами, или 

И-компонентами. 

Определение 5.35. Для заданной неустойчивой кривой W С М 
и п ~ О определим Я-компоненты Р (W) как максимальные подкри­
вые W' С :;::п(W) такие, что :;::-i(W') - это слабо однородная неустой­
чивая кривая для каждого О :(; i :(; п. 
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Заметим, что И-компоненты Fn(W) можно также определить как глад­
кие части Fiffi(W) С MIНI, где FIНI: MIНI-; MIНI - это отображение на «но­
вом пространстве столкновений», введенном в§ 5.4. 

Предположим, что кривая W является сt- 1-гладкой и все ее f - 1 
производных равномерно ограничены в соответствии с предложением 4.29. 
Тогда тоже самое будет выполняться для каждой И-компоненты P(W), 
п ~ 1. Применяя предложение 5.34, получим следующее предложение. 

Предложение 5.36. Если начальная плотность pW на W является 
сt-2-гладкой, то р(п) будет сR-2-гладкой на каждой Я-компоненте W' 
отображения P(W). Более того, для каждого v = 1, ... , f- 2 существу­
ет такая постоянная С"= C"(D) >О, что 

1 
dv (п) )1 с" 

dxv lnp (х ~ IW'l2v/3 

в каждой точке х Е W' и для всех j и п ~ nw, где nw зависит 

от максимальной величины производных начальной плотности pW (если 
они достаточно малые, то nw = О; то есть оценка выше выполняется 
для всех п ~ О). 

5. 7. Голономное отображение 

Рассмотрим вновь неустойчивую кривую W и гладкую вероятностную 
меру µо, сконцентрированную на W. Позже, в главе 7, станет понятно, что 
мера µп = ?µ0 слабо сходится при п -; оо к той же самой F-инва­
риантной мереµ, которая определена в §2.12 (определение 2.36). То есть 
предельная мера не будет зависеть от W и µ0 . Доказательство этого факта 
опирается на следующее построение, позволяющее управлять эволюцией 

экспоненциально возрастающего числа И-компонент P(W). 
Пусть W1, W 2 с P(W) - две И-компоненты P(W), достаточно 

близкие друг к другу. Некоторые точки х Е W 1 могут быть соединены 
с другими точками х Е W 2 с помощью частей устойчивых многообра­
зий. Образы точек х и х будут сближаться друг с другом экспоненциаль­
но быстро в будущем, так что их асимптотическое поведение будет почти 
идентичным. 

Это позволяет отождествить образы всех точек на всех И-компонен­

тах Fn(W), лежащих на том же самом устойчивом многообразии, и, соот­
ветственно, объединить все меры (порожденные µп), которые они несут. 
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w1 

w2 

w•(x) 

Рис. 5.5. Голономное отображение 

Определение 5.37 («классическое» голономное отображение). Пусть 
W 1 , W 2 с М - две неустойчивые кривые. Обозначим 

w: = {х Е Wi: W 8 (x) n wз-i f:. .0} 

для i = 1,2. Отображение h: W! -+ w;, переводящее каждую точ­
ку х Е W! в х = W 8 (x) П W 2 , называется голономным отображением; 
см. рис. 5.5. 

Это отображение часто описывается как скользящее вдоль устойчивых 

многообразий. В ранних публикациях, особенно в работах русской школы, 

использовался термин канонический изоморфизм. Заметим, что отображе­
ние h - есть сохраняющий порядок гомеоморфизм между двумя подмно­
жествами кривых W 1 и W 2 (действительно, напомним, что устойчивые 
многообразия не могут пересекать друг друга). 

Дополнительные множества Wi \ w; состоят из интервалов вокруг 
кривых разрыва S С 8 00 , которые пересекают Wi там, где длина устойчи­
вых многообразий не достаточна, чтобы достигнуть другой кривой wз-i. 

УПРАЖНЕНИЕ 5.38. Напомним, что произвольно короткие устойчи­

вые многообразия будут плотными в М; ер. с §4.13. Доказать, что множе­
ства w: с Wi нигде не являются плотными в Wi (их замыкания образу­
ют канторовы множества). Однако далее будет видно, что множества w;, 
несмотря на то что нигде не являются плотными, обычно имеют положи­

тельную меру Лебега на Wi. 

Будущие траектории точек х Е W! их= h(x) экспоненциально схо­
дятся друг к другу (действительно, dist( рп ( х), рп (х)) ~ С Л -m благодаря 
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равномерной гиперболичности F). Таким образом, будущие образы мно­
жеств W*1 и w; можно отождествить хотя бы в топологическом смысле. 
Далее, в главе 7, рассмотрим развитие этих идей. 

Однако для того, чтобы отождествить (объединить) меры, которые они 

несут, как предлагалось ранее, необходимо преобразовать меру Лебега m 1 

на W! с помощью h в меру Лебега m 2 на w; (то есть голономное отоб­
ражение h не «искажает» меру Лебега). Безусловно, для нелинейных отоб­
ражений некоторые искажения возможны, так что мера mi = ь- 1 (m2) 
на W! отличается от m1. Однако далее будет показано, что искажения ма­
лы - то есть якобиан голономного отображения h 

Jh(x) = dmi (х) 
dm1 

ограничен и при некоторых условиях близок к единице. Сначала выведем 

общую формулу для якобиана Jh. 

Теорема 5.39 ([AS67,Sin70l). Почти в каждой (по мере m 1) точ­

ке х Е W! якобиан голономного отображения удовлетворяет соотно-
шению 

Jh(x) = lim Jwi.P'(x) . 
n---->oo Jw2Fn(h(x)) 

(5.21) 

Этот предел конечен и положителен почти в каждой (по мере m 1) точ­

ке х Е W!; то есть голономное отображение h абсолютно непрерывно. 

Эта теорема представляет собой другой стандартный факт в эрго­

дической теории (подобно теореме 5.2 ранее), значение которого доста­
точно прозрачно, но полное доказательство которого достаточно длинное, 

и по этой причине опустим его. Сделаем лишь краткий набросок доказа­

тельства, подтверждающий (но не доказывающий) теорему выше. 

Пусть х Е W!. Можно предположить, что х - это точка лебеговой 
плотности множества w; на кривой W 1 ' чтобы гарантировать достаточ­
ное число других точек W! в произвольно малой окрестности х Е W 1

. 

Точнее говоря, для любого Е: > О существует д > О такое, что для любого 
отрезка V1 С W 1, такого, ЧТО ХЕ V1 и m1(V1) = jV1 j < д, имеем 

Выберем большое п и рассмотрим связную компоненту Qn ( х) мно­
жества М \ Sn, содержащую точку х (см. §4.11). Выберем две точки 
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у1 , у2 Е W! n Qn ( х) так, чтобы точка х лежала между у1 и у2 , и обо­
значим ri = h(yi) для i = 1, 2. Интуитивно ясно, ЧТО 

и эта аппроксимация становится еще точнее с ростом п (так как Yi стано­
вятся ближе к х). 

Обозначим через V 1 отрезок кривой W 1 между точками у1 и у2, а че­
рез V 2 - отрезок W 2 между соответствующими точками у1 и 'fj2 . Оче­
видно, V1, V 2 с Qn(x), так что отображение Р гладкое как на V 1, так 
и на V 2 • Их образы V~ = P(Vi), i = 1, 2, - это две почти параллель­
ные неустойчивые кривые, которые проходят очень близко друг к другу; 

см. рис. 5.6. В действительности, благодаря равномерной гиперболично­
сти (4.19), расстояние между v; и v; ~ const л-п. 

:Fn 
--------~ 

Рис. 5.6. «Доказательство» теоремы 5.39 

Таким образом, 1v;1 ~ 1v;1, и эта аппроксимация улучшается с ро­
стом п. Достаточное число точек у Е W! вокруг х позволяет выбрать точ­
ки у1 и у2 так, что отрезки v; и v; будут коротки настолько, насколько 
это потребуется для минимизации их искажений под действием отображе­

ния :F-n. Тогда, используя ограничения на искажения, получим 

.Jw1P(x) 

.Jw2 :Fn (х) ' 

где Хп = :Fn(x) и Хп = Р(х). Эта аппроксимация становится точнее 
с ростом п до тех пор, пока осуществляется правильный выбор У1 и У2· 
Переход к пределу п ____.· оо завершает «доказательство». 
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ЗАМЕЧАНИЕ 5.40. Абсолютная непрерывность для голономных отображе­

ний, а также формула (5.21) бьши впервые установлены Аносовым и Синаем 
в 1967 году [AS67, уравнение (5.3)] для гладких равномерно гиперболических си­
стем, а позднее бьши расширены на большие классы гиперболических отображений. 

Полные доказательства этих фактов читатель может найти в [ AS67] и [ВРО 1, тео­
рема 4.4.1]. 

5.8. Абсолютная непрерывность 

Теорема 5.39 гарантирует абсолютную непрерывность голономного 
отображения, но не дает никаких определенных оценок для якобиана. Дей­

ствительно, если использовать устойчивые многообразия, чтобы соединить 

точки двух заданных неустойчивых кривых, то получаются только очень 

грубые оценки, так как возможен лишь малый контроль за искажения­

ми устойчивых многообразий под действием биллиардного отображения 

столкновения :F; см. § 5.3. Некоторые «грубые» оценки для якобиана J"h 
доказываются в [Sin70, раздел 5) и [Ga74, раздел 4). 

Однако если вместо устойчивых многообразий использовать устойчи­

вые И-многообразия, то можно получить более точные оценки для якобиана 
голономного отображения. Так как такие оценки существенны для последу­

ющего исследования, переопределим голономное отображение следующим 

образом. 

Определение 5.41 (модифицированное голономное отображение). 
Пусть W 1 , W 2 с М - две неустойчивые кривые. Обозначим 

для i = 1, 2, где Wiffi(x) - это устойчивое И-многообразие, проходящее че­
рез х. Отображение h: W} -; w;, переводящее каждую точку х Е W} 
в х = Wiffi(x) n W 2, называется (модифицированным) голономным отобра­
жением. 

Предположим, что W 1 и W 2 - сt-1 -гладкие кривые и по меньшей 
мере их первые и вторые производные равномерно ограничены (тогда их 

будущие образы также имеют равномерно ограниченные производные бла­
годаря предложению 4.29). 

Пусть х Е W} их= h(x) Е w;. Полагаем б = dist(x, х) и обозначим 
через 'У угол между касательными векторами к кривым W 1 и W 2 в точках х 
и х соответственно. 
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Теорема 5.42. Якобиан голономного отображения h равномерно огра-
ничен 

с- 1 ~ Jh(x) ~с 

для всех х Е W}; здесь С= C(D) > 1- постоянная. Кроме того, 

А _"_"1;3 ~ Jh( х) :( А "н113' (5.22) 

где А = А ( D) > 1 - постоянная. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Обозначим w~ = :Fn(Wi) для i = 1, 2 и п ~ 1. 
Также обозначим Хп = :Fn(x) и Хп = :Fn(x), и пусть дп = dist(xn,Xn)· 
Благодаря равномерной гиперболичности :F (ер. с ( 4.19)) дп :( С дЛ -п, 
где С= 1/С. 

Логарифмируя (5.21) и используя правило дифференцирования слож­
ной функции, получим 

00 

lnJh(x) = 2.:(ln..Jw~:F(xп)-ln..Jw~:F(xn)). (5.23) 
n=O 

Благодаря (4.18), (3.40) и (3.39) имеем 

cos 11' fi + V~+1 
..lw1:F(xn) = (1 + тпВ;t) __ .,._п_ У = 

n cos 'Рп+1 J1 + v~ 

где, как обычно, 'Тп = т(хп) и Вп, Кп и т. д. берутся в точке Хп. Следова­
тельно, 

ln..Jw~:F(xn) = - lncos 'Рп+l + ~ ln (1 + v;+1) - ~ ln (1 + v;) + 
+ ln[cos<pn + 'Тп(Кп + Vn)]. (5.24) 

Используя аналогичное обозначение в точке Хп, получим 

( ) 1 ( -2 ) J ( -2) ln..Jw~:F Хп = -lncos(f)n+l + 2 ln 1 + Vп+l - 2 ln 1 + Vп + 
+ln[cos(f)n+rп(Kn+Vn)]. (5.25) 
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Сравнивая первые члены данных выражений и учитывая (5.13), приходим 
к неравенству 

1 
_ / const l'Pn+l - 'Pn+i I 

ln cos 'Pn+l - ln cos 1Рп+1 ~ ~ 
COS 'Рп+1 

const bn+l 1/3 
~ 213 = const бп+~ · 

бп+l 
Все другие члены в (5.24) и (5.25) равномерно ограничены и дифференци­
руемы; таким образом, несложно прийти к следующему неравенству: 

(5.26) 

где С> О - постоянная и величина 'Yn = IЛVnl = !Vп - Vnl обозначает 
угол между касательными векторами к кривым W~ и w; в точках Xn и Xn 

соответственно (заметим, что 'Уо = "(). 
Благодаря упражнению 4.50 (точнее, благодаря его аналогу для «об­

ратного течения времени»; см. объяснение в § 4.3) справедливо неравен-

ство бп ~ Сд~~1 ; таким образом, член бп в (5.26) может быть опу­
щен. Остается оценить 'Уп для всех п ~ О. Для краткости обозначим 

лв;;, =в;;, - в:, Лтп = Tn - Т'п и т.д. Сначала оценим лв;;-+1• исполь­
зуя (3.31): 

лв- = 1 1 = 
n+l Tn + 1/Bi 'f'п + l/E~ 

1 1 ( 1 1) 
= - Tn +~;в;; Т'п + l/B~ Лтп +в;; - в~ = 

= Лтп + Л'Rn + ЛВ;;, (5.27) 

(тп + 1/Bi) (rп + 1/Е~) (1 + TnBi)(l + rпЕ~) 
(напомним, что B;t" = Rп +В;;,). Первый член в (5.27) ограничен 

const Лтп ~ const (дп + бnн) ~ const бп. 

Далее, 

лпп 
~~~~~~~~~~ 

(1 + TnBi) (1 + rпЕ~) 

(5.28) 



5.8. АБСОЛЮТНАЯ НЕПРЕРЫВНОСТЬ 183 

Так как знаменатель отделен от нуля, дробь не превышает const 8п; таким 
образом, (5.27) сводится к 

_ -<1) лв;; 
ЛBn+l = Qn + + -+ ' 

(1 +rпВп)(l +тпВп) 

где 1сД1) 1 :( const дп. Далее, учитывая (3.39), получим 

Л Vп+1 = ЛКпн + В;;+1 cos 'Рп+1 - В~+1 cos 'Рп+~ = 
-(2) -

= Qn+l + COS'fn+l ЛВп+l' 

где /Q~22 1 / :( const дn+l· Комбинируя две последние оценки, имеем 

ЛVn+l = Q~З) + COS'fn+l ЛVп _ ' 
COS 'Рп (1 + TnB;i)(1 + Т пВ~) 

где /Q~) / :( const дп. Рассмотрим дробь 

COSifn+l 

УПРАЖНЕНИЕ 5 .43. Проверить, что для всех О :( k :( n 

где С= C('D) >О - это постоянная. Подсказки: 

В~ cos 'Рп = 2Кп + В;; cos 'Рп ~ 2Kmin > О 

-+ 
и 1 +тпВп ~ Л. 

УПРАЖНЕНИЕ 5.44. Используя результат предыдущего упражнения, 

доказать, что 

'Уп = IЛVп/ :( const ( ~дk/лп-k + 1/Лп) :( 

:( const (дп/ лп +'У/ лп) (5.29) 

(напомним, что 8k :( Сд / Л k благодаря равномерной гиперболичности). 
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Комбинируя (5.29) и (5.26), получим 

1 

- 1 ( Jl/3 дп 1 ) ln.Jw~F(xп) - ln.Jw;F(xn) (С Лn/З + Лn + лп ' (5.30) 

где С = C('D) > О - постоянная. Суммирование по п дает 

llnJh(x)I (const(1+J113
), 

и этим завершается доказательство теоремы. • 
ЗАМЕЧАНИЕ 5.45. Данная теорема и ее доказательство распространяются 

на биллиарды категории В без изменений. Хотя время между столкновениями т n 

и т n больше не ограничено сверху, самая важная оценка (5.28), очевидно, останет­
ся справедливой. 

Главная оценка (5.22) включает в себя два параметра - д и 1· Однако 
в большинстве приложений кривые W 1 и W 2 не пересекаются, и, следова­
тельно, в параметре r нет необходимости, как будет видно дальше. Пусть 

где D > О - достаточно большая постоянная. Это множество точек W}, 
которые удалены на расстояние Dд112 от концевых точек обеих кривых. 

УПРАЖНЕНИЕ 5.46. Показать, что если W 1 n W 2 =1- 125, то для каждо­
го х Е WJ имеем 1 ( Сд1 12 , где С= C('D) >О - это постоянная. Указа­
ние: используя равномерные ограничения на первую и вторую производные 

кривых W 1 и W 2 ' доказать, что если бы данное неравенство не выполня­
лось, ТО W 1 И W 2 пересекали бы друг друга (см. рис. 5.7), таким образом, 
приходим к противоречию. 

Итак, для всех точек х Е WJ имеем 'У << 6113 ; следовательно, оцен­
ка (5.22) принимает более простой вид: А-8113 

( Jh(x) ( А8113 . 

УПРАЖНЕНИЕ 5.47. Доказать, что якобиан Jh(x) - это непрерывная 
функция на w;. Указание: заметим, что ряд (5.23) сходится равномерно 
по х благодаря (5.30) и каждый член зависит от х непрерывно. 

Якобиан Jh(x) не обязан быть непрерывным по Гельдеру (в отличие 
от его аналогов в системах Аносова и аксиомы А), но у него есть подобное 
свойство, иногда называемое «динамически определенная непрерывность 

по Гельдеру» [Уо98, с. 597], которая будет описана ниже. 
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Рис. 5.7. Упражнение 5.46 
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Пусть Q~(x) обозначает открытую связную компоненту множест­
ва М \ S':;:, содержащую точку х (см. § 5.4). Для двух точек х, у Е М 
обозначим через 

s+(x, у)= min{n? О: у tf; Q~(x)} (5.31) 

«время разделения» (образы Р ( х) и Р (у) разделяются в момент п = 
= s+(x, у), так как они лежат в разных связных компонентах нового про­
странства столкновений MIНI)· Очевидно, эта функпия будет симметричной: 

s+(x,y) = s+(y,x). Если у Е Q~(x) для всех п? О, то у Е Wiffi(x); в этом 
случае полагаем s+(x, у) = оо. Заметим, что если х и у лежат на одной 
неустойчивой кривой W СМ, то 

dist(x, у)~ сл-s+(х,у) 

для некоторой постоянной С= C(D) >О. 

(5.32) 

Предложение 5.48. Существуют постоянные С > О и (J Е (О, 1) 
такие, что 

llnJh(x)-lnJh(y)I ~ cos+(x,y)_ 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Обозначим х = h(x) и 'f} = h(y). Заметим, что 
s+(x, у)= s+(x, у); это следует из предложения 4.47. Используя обозначе­
ние (5.23) и неравенство треугольника, получим 

Л: = llnJh(x)-lnJh(y)I ~ 
00 

~ L l ln.Jw~F(xп) - ln.Jw~F(xn) - ln.Jw~F(yп) + ln.Jw~F(xn)I. 
n=O 

Пусть m = s+(x, у)/2. Тогда применим оценку (5.30) ко всем п > m и лем­
му 5.27 (для ограничений на искажения) ко всем п ~ m. Выбор парамет­
ра (J = л- 1/5 завершает доказательство нашего утверждения. • 
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5.9. Две леммы о росте 

Отображение F равномерно гиперболическое; то есть Р растягивает 
неустойчивые кривые W С М с коэффициентом~ сАп согласно (4.19). 
В то же самое время образы Р (W) разбиваются особенностями на ча­
сти, некоторые из которых могут быть длинными, а некоторые - корот­

:кими. Во время этого процесса могут появиться произвольно короткие ча­

сти, и общее число частей растет экспоненциально с ростом п (оно даже 

может быть бесконечным, если рассматриваются биллиарды категории В; 

см. § 4.10). 
Гиперболичность F гарантирует экспоненциальный рост неустойчи­

вых кривых только в локальном смысле, то есть в терминах равномерного 

растяжения их касательных векторов. Она не гарантирует, что типичные 

части Fn(W) будут расти (становиться длиннее) с ростом п. В действи­
тельности есть вероятность, что они могут стать короче с ростом п, так что 

роста в глобальном смысле не будет; см. следующий параграф. 

Представим себе следующий сценарий. Очень короткая неустойчивая 

кривая длины д > О растягивается под действием F с коэффициентом 1.8, 
но кривая разрыва разделяет ее на две равные части. Тогда образ F(W) объ­
единил бы две неустойчивые кривые, каждая из которых длиной 0.9 д. Если 
бы то же самое происходило с каждой частью на каждой итерации отобра­

жения (см. рис. 5.8), то P(W) состояло бы из 2п неустойчивых кривых, 
каждая длиной (О.9)пд. Тогда неустойчивые кривые, будучи растянутыми 
локально, стали бы длиннее «глобально». 

Такое поведение неустойчивых кривых было бы катастрофичным; 

оно бы сразу уничтожило равномерную гиперболичность отображения F. 

1 
1 

/ 

sf __ " S11 
/ / 

---- ... 
/ 

---... S11 / -----
w / F -... / / 

F / 

Рис. 5.8. Парадокс: неустойчивые кривые становятся короче под действием отобра­
жения F 
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Эта задача общая для всех гиперболических отображений с разрывами, 

но в биллиардах она ухудшается необходимостью дальнейшего деления 

неустойчивых кривых на Н-компоненты, которые бьmи определены в§ 5.6 
для того, чтобы гарантировать соответствующие ограничения на искаже­

ния, плотности вероятностей и якобиан голономного отображения. 

Н-компоненты множества P(W) будут, в общем случае, короче, чем 
его гладкие компоненты. Например, каждая неустойчивая кривая, заканчи­

вающаяся на S0 , должна быть разбита на бесконечное число мельчайших 
Н-компонент. Несмотря на то что ситуация с неустойчивыми кривыми вы­

глядит достаточно плохо (рис. 5.8), положение дел, по-видимому, станет 
еще хуже, если разделить кривые на еще более мелкие Н-компоненты. 

Замечательным является то, что, несмотря на различия, типичные 

Н-компоненты Р (W) для каждой малой неустойчивой кривой W растут 
монотонно и экспоненциально по п, пока не достигнут размера порядка 

единицы; см. ниже. Это фундаментальный факт в теории хаотических бил­

лиардов. Его можно смело назвать победой гиперболичности над особен­

ностями (и неоднородностями): растяжение всегда преобладает над фраг­

ментацией! Если бы это бьmо не так, теория хаотических биллиардов была 
бы совсем другой. 

Вернемся к точным определениям. Пусть W - слабо однородная 

неустойчивая кривая. Обозначим через mw меру Лебега1 на W. Для каж­
дого х Е W и п _;;::О обозначим через Wn(x) Н-компоненту P(W), содер­
жащую точку :Fn ( х), а через 

(5.33) 

- расстояние от точки Р(х) до ближайшей концевой точки Wn(x). Оче­
видно, rп(х) - это функция на W, которая характеризует размер Н-компо­
ненты P(W). 

УПРАЖНЕНИЕ 5 .49. Проверить, что 

mw(ro(x) <с) = min{2c, mw(W)}, 

где mw(W) = IWI - это длина W. 

УПРАЖНЕНИЕ 5.50. Предположим, что отображение Р растягива­

ет W равномерно (как линейное отображение) с коэффициентом Лп > 1 
и P(W) образует одну Н-комопненту. Показать, что 

mw(rп(x) <с)= min{2c/Лп,mw(W)}. 

1 Обозначим через m различные одномерные меры Лебега. 
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УПРАЖНЕНИЕ 5.51. Рассмотрим почти идеальную ситуацию, когда 

отображение Fn растягивает W равномерно (как линейное отображение) 
с коэффициентом лп (где А > 1), при этом множество P(W) остается 
одной И-компонентой до тех пор, пока IFn(W)I < 1, иначе Fn(W) делит­
ся на И-компоненты длиной от 0.5 до 1 (заметим, что первое разбиение 
происходит, когдап ~ llnlWll/lnЛ); см. рис. 5.9. Доказать, что 

Таким образом, если /W/ очень мало, то мера mw(rп(x) < с) убывает 
экспоненциально по п, пока Р (W) не достигнет размера > 1, и после 
этого (то есть для всех п ;?: l ln 1W11 / ln Л) эта мера будет иметь порядок с: 

mw(rп(x) <с)~ 5cmw(W). 

Очевидно, эти оценки достаточно точны для всех малых с > О. 
Рассмотрим достаточно короткую неустойчивую кривую W СМ. 

Теорема 5.52 (первая лемма о росте). Существуют постоян­

ные А> 1, 791 Е (О, 1) и с1 , с2 >О такие, что для всех п;?: О и с> О 

С учетом упражнения 5.49 первый член в правой части равен с1 '!9J.'c 
для всех с< Л.п/W//2; следовательно, он убывает экспоненциально поп. 

w 
/ --~ / 

F F 

Рис. 5.9. Почти идеальное растяжение неустойчивых кривых под действием F 
(упражнения 5.51) 



5.10. ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ДВУХ ЛЕММ О РОСТЕ 189 

Теорема 5.53 (вторая лемма о росте). Существуют постоян­

ные х >О и сз >О такие, что для всех n ~ xlln IWll и е >О 

mw(rп(x) < е) ~ cзemw(W). 

Читатель должен заметить поразительное сходство между оценками 

этих двух теорем, сформулированных для биллиардов, и оценками, полу­

ченными в упражнении 5.51 для почти идеальной ситуации, когда компо­
ненты Fn (W) разбиваются только на достаточно длинные части. Следова­
тельно, появление произвольно коротких И-компонент в реальной билли­

ардной динамике не мешает типичным И-компонентам вести себя таким 
же образом, как бьшо описано в упражнении 5.51. 

Очевидно, есть два режима в развитии И-компонент P(W), если на­
чальная кривая W с М короткая: 

(i) во время первых '"" /ln JWJ 1 итераций F типичные И-компоненты 
Р (W) возрастают монотонно и экспоненциально быстро по n, пока 
не достигнут размера порядка единицы (первая лемма о росте); 

(ii) после этого типичные И-компоненты Fn(W) остаются большими все 
время (вторая лемма о росте). 

Этим завершается анализ глобального растяжения неустойчивых кривых. 

5.10. Доказательство двух лемм о росте 

В этом параграфе докажем теоремы 5.52 и 5.53 (первую и вторую лем­
мы о росте). 

Заметим, что можно заменить меру Лебега mw на W любой равно­
мерно эквивалентной мерой mИт, то есть такой мерой, что 

о< с- 1 ~ dmw/dmw ~с< оо, (5.34) 

где С = C(V) > 1 - постоянная, и доказать леммы о росте для новой 
меры mw (постоянную С МОЖНО ВКЛЮЧИТЬ В МНОЖИТеЛИ С1 div С3 В леммах 
о росте). 

Мера Лебега mw (порожденная евклидовой метрикой на М) немно­
го неудобна, так как неустойчивые кривые не всегда растягиваются мо­

нотонно (упражнение 4.23). В эргодической теории равномерно гипербо­
лических отображений на римановых многообразиях заданную риманову 
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метрику всегда можно заменить на равномерно эквивалентную, в которой 

неустойчивые касательные векторы растягиваются монотонно; см. ориги­

нальное доказательство в [НР70] и недавно вышедшую книгу [BrS02, раз­
дел 5.2]. Эта метрика называется адаптироваююй метрикой, или метрикой 
Ляпунова. 

В рассеивающих биллиардах адаптированную метрику можно опреде­

лить разными путями. Один из них (возможно, самый простой) -

lldxll* = ~ lldxll, 

где, как обычно, dx = ( dr, dr.p) обозначает касательный вектор, К обозна­
чает кривизну д'D в данной точке и V = dr.p/dr (в случае dr = О опреде­
лим lldxll* = lldxll по непрерывности). 

УПРАЖНЕНИЕ 5.54. Проверить, что метрики 11·11* и 11·11 равномерно 
эквивалентные. 

УПРАЖНЕНИЕ 5.55. Проверить, что растяжение неустойчивых векто­

ров dxo Е С;: в метрике 11 · 11 * удовлетворяет условию 

lldx1ll* >- Л > 1 
lldxoll* ~ * ' (5.35) 

где dx1 = Dx:F(dx0 ) и Л* > 1 - постоянная. Указание: в обозначени­
ях (4.18) и (4.15) 

lldx111* = (l + тоВ;j) cos 'Ро IC1 + V1. 
lldxoll* cosr.p1 Ко+ Vo 

Далее, используя (3.31), (3.33) и (3.39), получим 

Имеем 

27Со +в­
+_ В;j _~о 

1 +тоВ0 -
8

_ -
1 в1 

Ко+ Vo 
В! cosr.po 

ildx1ll* = IC1 + V1 = 1 + 2/С1 
lldxoll* в1 cosr.p1 в1 cosr.p1 

Остается доказать, что последняя дробь отделена от нуля. 

(5.36) 
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Определим mw как меру Лебега на W, порожденную метрикой 11·11*· 
Переопределим ( 5.3) соответствующим образом: 

'7* Р( ) = llDxFn(dx)ll* 
'-'W Х lldxll* ' (5.37) 

где dx обозначает ненулевой касательный вектор к кривой W в х. 

Лемма 5.56. Для заданной неустойчивой кривой W С М обозначим 
через Wi все Я-компоненты F(W), и пусть 

Л(Wi) = max .:JW.F-1 (y). 
yEW; ' 

Тогда 

liminf sup L Л(Wi) < 1, 
8->О W: IWl.<8 i 

(5.38) 

где IW\* = miv(W) обозначает длину W в\\· \kметрике. 

Заметим, что неравенство (5.38) делает невозможным гибельный сце­
нарий, показанный на рис. 5.8, поскольку Л(Wi) = 1.s-1 для i = 1, 2; 
следовательно, Li Л(Wi) = 2/1.8 > 1. 

Рис. 5.10. Доказательство леммы 5.56 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть W - малая неустойчивая кривая. Она дает 

начало семейству биллиардных траекторий (направленных линий на сто­

ле D), начинающихся в точках х Е W. Заметим, что х Е W n S 1 тогда 

и только тогда, когда направленная прямая, выходящая из х, является ка­

сательной к рассеивателю; то есть орбитах участвует в скользящем (каса­

тельном) столкновении (см. рис. 5.10). 
При скользящем столкновении W разрезается на две части: одна попа­

дает на дD и отражается (почти по касательной, так как W мала), а другая 
часть уходит от столкновения (проходит мимо). Отражающаяся часть далее 

делится на счетное число И-компонент прямыми §k, ограничивающими по­

лосы однородности Iffik. 
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УПРАЖНЕНИЕ 5.57. Обозначим через w~ И-компоненту F(W), попа­
дающую в полосу однородности lli[k. Доказать, что 

L ,чwn < const IW1;14
. 

k 

Подсказки: заметим, что длина части F(W), попавшей на д'D, меньше или 
равна ~ const IWl;12 (ер. с упражнением 4.50); следовательно, эта часть 
пересекает lli[k только для числа k, удовлетворяющего lkl ~ const IWJ:;-114

. 

Тогда напомним, что ,чwn ::=::: k-2 (упражнение 5.18). 

Часть W, проходящая без столкновения, может быть позже вновь раз­
резана скользящим столкновением с av (см. рис. 5.10), таким образом 
создавая другое счетное множество отражений И-компонент. Это может 

произойти самое большее Tmax/Tmin раз, где Tmin и Tmax - минимальный 
и максимальный свободные пробеги (упражнение 4.6). 

В конечном счете получим N ~ т max/ т min = const счетных множеств 
И-компонент, появившихся из почти скользящих столкновений, и не более 

чем одну неустойчивую кривую W' С F(W), которая не попадает ни в од­
но из скользящих столкновений и попадает в одну из других частей д'D; 

см. рис. 5.10. 
Предположим сначала, что W' n § = е. Тогда W' - это единственная 

И-компонента. Она гарантированно сжимается под действием .r-1 только 
с небольшим коэффициентом Л;;- 1 ; см. (5.35). Таким образом, приходим к 

(5.39) 

Этого достаточно, чтобы доказать (5.38), так как Л* > 1. 
Может оказаться, что W' пересекает несколько линий §k, lkl ~ k0 , 

и распадается на две или больше И-компонент Wj. Этот случай требует 
дополнительной работы. 

УПРАЖНЕНИЕ 5.58. Показать, что в последнем случае liminfб_,0 
supw, [W[.<б Lj Л(Wj) < C/k6, где С= C('D) >О -это постоянная. Ука­
зание: если W' пересекает только одну линию §k, то использовать оценку 
из упражнения 5 .18. Если W' пересекает несколько линий §k С §, то анализ 
проходит аналогично упражнению 5.57. 

Сделаем давно обещанный выбор k0 , введенный в определении 5.8. За­
фиксируем такое k0 , что С /k6 < Л;;- 1 ; тогда наша оценка в упражнении 5.58 
показывает, что (5.39) выполняется во всех случаях. Отсюда следует лем­
ма 5.56. • 
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ЗАМЕЧАНИЕ 5.59. Лемму 5.56 можно расширить на биллиарды категории В, 
но ее доказательство требует определенных модификаций, так как кривая W, воз­
можно, пересекает бесконечное число п-ячеек Din (для некоторого l и всех доста­
точно больших п, скажем всех п;;::, nw); п-ячей~ бьши определены в §4.10. Если 
это происходит, образ :F(W) будет состоять из бесконечного числа счетных мно­
жеств И-компонент, появляющихся из почти скользящих столкновений. Обозначим 

через Wk,n для п ;;::, nw и lkl ? ko И-компоненту :F(W), возникающую на Dtn 
и попадающую в полосу однородности!Нlk. Тогда Л(Wk,п),,;; Cn- 1k-2

, где С> 0-
это постоянная; см. упражнение 5.26. Обратим внимание, что :F(Din) = Dij n -, , 
это «отрицательная» п-ячейка и ее размер равен О(п- 11 2 ) (см. упражнение 4.53); 

следовательно, она может пересекать только однородные полосы JН[k с lkl ;;::, сп114, 
где с > О - это постоянная. Таким образом, получим 

00 00 

2= 2= 
n=nw JkJ=cnl/4 

00 00 

Л(Wk,п),,;; 2= 2= сп-1 k-2 ,,;; 

n=nw JkJ=cnl/4 

00 

,,;; 2= 2Сс- 1п-5!4 ,,;; 

n=nw 

,.,- lOC -1 -1/4 
"" с nw . 

Так как nw---> оо при IWI---> О, получим лемму 5.56 для биллиардов типа В. 

Продолжим доказывать леммы о росте. Благодаря (5.38) существу­
ет 150 > О такое, что 

(5.40) 

где С> О - постоянная из леммы 5.27. Также введем обозначение 

110 : = е-сб~;з 111 = шах { л;;- 1 , sup L Л(Wi)} . 
W: IWl.<бo i 

(5.41) 

Заметим, что 110 < 111 . Кроме того, предположим, что 11оЛ* ~ 1. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ТЕОРЕМЫ 5.52. Используем индукцию поп. Сна­

чала полагаем п = 1 и докажем немного более сильную оценку 

(5.42) 

для некоторой постоянной (о > О, определенной ниже. Заметим, что из этой 
оценки следует оценка теоремы 5.52, где п = 1 и с1 = 1, с2 =(о. 
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Предположим, что IW/* < да. Пусть wi обозначает все И-компонен­
ты F(W). Для каждого i множество Wi n F({r1 (x) <с:}) - это объеди­
нение двух подынтервалов компоненты Wi, каждый длиной с:, соприкаса­

ющихся своими концевыми точками (эти интервалы могут пересекаться, 

если 2с: > IWil*). Тогда множество .r-1 (Wi) n {r1 (x) < с:} - это под­
множество объединений двух подынтервалов в .r-1 (Wi) длиной Л(Wi)c:; 
следовательно, 

mw(r1(x) <с:):::::; I:2c:>.(Wi):::::; 2'!9ос:. 
i 

Отсюда следует (см. следующее упражнение) 

mw(r1(x) <с:):::::; '!9aA*mw(ro(x) < с:/Л*). (5.43) 

УПРАЖНЕНИЕ 5.60. Вывести оценку (5.43). Указание: использовать 
результат упражнения 5.49, в котором учитывается случай с:< Л*IW//2. 
В иных случаях заметить, что сделанный выбор 791 гарантирует, что 

'!9оЛ* ~ 1. 

Эта оценка оказывается даже лучше, чем (5.42), но здесь надо пом­
нить о предположении /W/* < д0 . Таким образом, эта оценка не может 
быть использована в нашей индуктивной схеме, так как некоторые И-ком­

поненты F(W) могут быть длиннее, чем д0 . Чтобы продолжить индукцию, 
разделим И-компоненты F(W) на части, которые короче, чем д0 . Это только 
увеличит множество { r1 ( х) < с:}. Следовательно, если доказать желаемую 
оценку на мере большего множества, этого было бы более чем достаточно. 

Именно это увеличение множества {r1 (x) <с:} дает второй член в (5.42). 
Точнее, разделим каждую И-компоненту Wi образа F(W) длиной 

/Wil* > до на ki + 1 равных отрезков, где ki = [/Wi/*/дo], так что каж­
дый отрезок будет короче, чем до. Если IWi/* < д0 , то полагаем ki = О 
и оставляем Wi без изменений. Назовем полученные отрезки укороченны­
ми Я-компонентами F(W). 

На каждой исходной (неукороченной) И-компоненте Wi существует 
ровно ki точек, которые делят его на укороченные И-компоненты. Объ­
единение прообразов с:-окрестностей этих разделяющих точек имеет меру, 

ограниченную сверху 
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1/3 
где коэффициент е08о отвечает за возможные искажения Wi под действи-
ем отображения :F- 1 ; см. лемму 5.27. Заметим, что константа С здесь мо­
жет отличаться от константы С в лемме 5.27; это должно объяснить воз­
можную неоднородность плотностей; см. (5.34). Эта оценка завершает до-

1;3 
казательство (5.42) с (о = 2е08о д0 1 . 

Далее докажем индукцией поп~ 1, что 

miv(rп(x) < е) ~ ('!91Л*)nmiv(ro(x) < е/Л~) + 

+ (1(1 + '!91 + ... + '!?f-1) emiv(W), (5.44) 

1/3 
где (1 = е08о ( 0 . Случай п = 1 следует из (5.42), так как '!?о < '!?1 
и (о < (1 . Предполагая, что (5.44) доказано для некоторого п ~ 1, приме­
няем (5.42) к каждой укороченной И-компоненте W' С :Fn(W) и получим 

mw1 (r1(Y) < е) ~ '!?оЛ* mw, (ro(Y) < е/ Л*) +(ос: IW'I*" 

Следовательно, на ее прообразе W" = :F-n(W') получим 

mw11 (rп+l (у) < е) ~ '!91Л* mw11 (rп(У) < е/ л*) + (1е IW"I* 

(чтобы учесть возможные искажения W' под действием отображения :F-n, 
заменим '!?о на '!91 и (о на (1 в соответствии с леммой 5.27). Суммируя 
по всем W" С W и затем используя предположение индукции, получим 

miv(rп+1(x) <е) ~ ('!91A*)miv(rп(x) <е/Л*) +(1elWI* ~ 

~ ('!91Л*)п+l miv(ro(x) < е/Л~+1 ) + 
+ (1 (1 + '!91 + ... + '!?f) е miv(W), 

что доказывает (5.44) для всех п ~ 1 по индукции. Отсюда следует тео­
рема 5.52 для «адаптированной» меры miv с с1 = 1 и с2 = (1/(1 - '!91). 
Наконец, поскольку постоянная С из (5.34) может бьпь учтена в значени­
ях с1 и с2, получим утверждение теоремы 5.52 для меры Лебега mw. • 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ТЕОРЕМЫ 5.53. Вторая лемма о росте следу­

ет из первой на основе общих рассуждений (никаких сведений, харак­

терных для биллиардной динамики, не используется). Полагаем х = 
= l/min{lln'!?1l,llnAI}. Легко проверить, что для всех п ~ xflnlWlf 
справедливы неравенства J\п > 1w1-1 и '!?}_ < IWI. Заметим также, 
что mw(ro < е/Ап) < 2е/Ап. Следовательно, с учетом теоремы 5.52, 

mw(rп(x) < е) ~ 2с1'!?1_е + c2emw(W) ~ (2с1 + с2) emw(W). • 
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5.11. Третья лемма о росте 

Напомним, что растяжение любой малой неустойчивой кривой W с М 
проходит через две этапа (режима); см. заключительную часть§ 5.9. Во вре­
мя первого этапа типичные И-компоненты Fn (W) продолжают расти, тогда 
как во время второго периода типичные И-компоненты остаются достаточ­

но большими (длиной 0(1)) в течение всего времени. Точнее говоря, со­
гласно второй лемме о росте, большую часть времени орбиты типичных то­

чек х Е W будут оставаться в достаточно длинных И-компонентах Р (W) 
и достаточно далеко от своих концевых точек; то есть rп(х) = 0(1) почти 
для всех значений п. 

Однако образы некоторых «невезучих» точек х Е W могут задержи­
ваться в коротких И-компонентах (или в малых окрестностях концевых то­

чек длинных И-компонент, что в равной степени плохо) в течение долгого 

промежутка времени. То есть для некоторых х Е W возможен случай, ко­
гда rп(х) < е на интервале п1 :;:;; п < n2, где е >О мало. В этом параграфе 
оценим меру таких «неудачных» точек. 

Сначала проведем эвристическое доказательство. Выберем е > О таким 
малым, что 

mw(rп(x) < e)/mw(W):;:;; () < 1 Vn ~ x\ln IWI\ 

(это возможно благодаря теореме 5.53). Представим достаточно идеальную 
картину, когда на каждой итерации F все точки х Е P(W) «перегруп­
пировываются случайным образом», так что «события» {rп(х) < е} неза­
висимы в строго вероятностном смысле. Тогда их пересечение имело бы 

вероятность 

(5.45) 

В действительности биллиардная динамика детерминистическая, так что 

такие события не могут быть в полном смысле независимы, но аналог оцен­

ки (5.45) выполняется! 

Теорема 5.61 (третья лемма о росте). Существуют постоян­

ные ео >О и 1'J2Е(О,1) такие, что для любого n2 > n1 > х\ ln IWI\ 
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Другими словами, вероятность того, что орбита х Е W остается слиш­
ком близко к концевым точкам И-компонент в течение k = n2 - n1 после­
довательных итераций, экспоненциально мала по k. 

Эта теорема будет доказана в конце параграфа, но сначала выведем 

следствие. Для заданных п2 > n1 > х\ ln /W/j, для каждой точки х Е W 
полагаем 

где Wп(х) обозначает И-компоненту P'(W), которая содержит точ­
ку :Fп(х). Другими словами, n(x) - это первое время, после началь­
ных n 1 итераций :F, когда образ точки х принадлежит И-компоненте дли­
ны? 2.::0 (если этого никогда не происходит, полагаем n(x) = оо). Обозна­
чим Wп1 ,п2 = {х Е W: n(x) < n2}. 

УПРАЖНЕНИЕ 5.62. Показать, что если n(x) = n, то n(y) = n для всех 
у Е :F- 1 (Wп(x)). Сделать вывод, что множество {:Fn(x) (х): х Е Wп1 ,п2 } -

это объединение слабо однородных неустойчивых кривых длины? 2с:о. 

Пусть применяется следующее «правило останова» в эволюции И-ком­

понент :Fn(W). В момент n = n 1 все И-компоненты P'(W), длина ко­
торых ? 2.::0 , задерживаются («замораживаются»), а отображение :F дей­
ствует только на другие (более короткие) И-компоненты. Образы послед­

них состоят из И-компонент, и на каждой итерации :F будем останавливать 
(«замораживать») каждую И-компоненту, длина которой достигает 2с:о или 

превышает ее. В момент n = п2 - 1 только те И-компоненты, длина ко­
торых < 2с:о и прообразы которых в моменты n1 ~ n < n2 принадлежат 
И-компонентам с длиной меньшей, чем 2.::0 , останутся «активными». Оче­

видно, объединение этих «живых» И-компонент даст P'2 -
1 (W \ Wn 1 ,n2 ). 

Из теоремы 5.61 вьпекает следующее следствие. 

Следствие 5.63. 
mw(W \ Wп1 ,п2 ) ~ 79~,-nimw(W). 

Таким образом, k = п2 - п1 последовательных итераций :F, с учетом 
описанного правила останова, преобразует кривую W, с точностью до мно­
жества экспоненциально (по k) малой меры, в «замерзшие» И-компоненты 
длины;;:: 2с:о. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ТЕОРЕМЫ 5 .61. Эта теорема бьша впервые доказа­
на в [BSC91, приложение 3] и вновь доказана в [Уо98, с. 639] уже с помо­
щью аргументов, свойственных биллиардам. Однако теорему 5.61 можно 
вывести из второй леммы о росте в очень общей форме, не используя спе­

цифику биллиардной динамики. Так и поступим сейчас. 
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Сначала зафиксируем некоторое В, удовлетворяющее 

е-1/х < () < 1. (5.46) 

Затем выберем е0 > О и Ь > О такое малое, что 

ll I >- jlnBI + jlnbl 
neo :7 1 - xl lnBI (5.47) 

и 

(5.48) 

где С> О - постоянная в лемме 5.27 об ограничениях на искажения (при­
чина для такого выбора станет понятна ниже). 

Далее построим три объекта: 

(а) убывающую последовательность подмножеств 

(Ь) «характеристическую» функцию n(x) ~ W, которая принимает значе­
ние n(x) = i во всех точках х Е Wi \ Wн1; 

(с) пос~довательность дополнительных функций k1(x) на W1, k2(x) 
на W2 и т. д., значения которых являются натуральными числами; 

см. ниже. 

Для краткости будем также использовать обозначение ti ( х) = n1 + k1 ( х) + 
+ ... + ki-1(x) для всех х Е Wi-1 и i ~ 2 (и t 1(x) ==: п1 на всем W). 
Функции ki равны длинам нек_о::орых временных интервалов, а ti - момен-

ты времени, когда множества Wi определены. Величины ki удовлетворяют 
ограничению 

k1(x)+ ... +kn(x)(x) =n2-n1 

во всех точках х Е W, гд~ maxn1 ~n<n2 rп(х) < t:o. 
Сначала определим W0 = W и 

W1 = {х Е Wo: rп1 (х) < t:o}. 

Полагаем n(x) =О на W0 \ W1 . На множестве W1 функция n(x) принимает 
положительные значения; см. ниже. 
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Множество ?'1 (W1 ) - это объединение неустойчивых кривых, кото­

рые обозначим через W1,j, j ?: 1. Заметим, что каждая кривая W1,j яв­
ляется или И-компонентой ?'1 (W) длины ~ 2с:0 , или интервалом дли­
ны с:0 , смежным с одной из двух концевых точек более длинной И-компо­

ненты ?'1 (W). 
На каждой кривой W1,j: = F-ni (W1,j) с W1 определим функцию 

(5.49) 

В случае если n 1 + k1(x) ?: n 2 , изменяем значение ki(x) n2 - n1. 

Таким образом, функция k 1 ( х) определена на W1 . Для краткости полага­

ем ti(x) = n1 и tz(x) = ti + ki(x). 
Далее определим по индукции для i ?: 2 

Множество {Ft«x)(x): х Е Wi} - это объединение неустойчивых кривых, 

которые обозначим через Wi,j, j?: 1. Эти кривые принадлежат образам W, 
полученным на различных итерациях F, так как функция ti(x) меняется. 
Однако каждая кривая Wi,j является или И-компонентой (для некоторой 
итерации W) длины ~ 2с:0 , или подынтервалом интервала длины Ео, смеж­

ного с одной из двух концевых точек более длинной И-компоненты. 

Теперь на каждой кривой Wi,j : = F-t; (Wi,j) с wi определим функ­
цию 

(5.50) 

В случае если ti(x) + ki(x) ?: n2, переопределим ki(x) n2 - ti(x). 
Таким образом, функция ki(x) определена на Wi. Для краткости полага­
ем tн1 (х) = ti(x)+ki(x). Пусть n(x) = i-1 во всех точках х Е Wi-1 \ Wi. 

Очевидно, после не более чем п2 - п1 шагов это индуктивное постро­
ение будет закончено. 

УПРАЖНЕНИЕ 5.64. Проверить, что ki(x) + ... + kп(х)(х) = n2 - n1 
во всех точках х Е W, где maxn1 ~n<n2 rп(х) < Ео. 

Теперь воспользуемся теоремой 5.53 и сделаем некоторые оценки ме­
ры. Во-первых, 
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Кроме того, для каждого kl ~ 1 рассмотрим интервалы W 1,j с W 1 , 

на которых k 1 (x) = k1 • Их образы ? 1 (Wl,j) = Wц имеют длину 
IWl,jl :( e-(ki-l)/x с учетом (5.49); следовательно, rп1 (х) < e-(ki-l)/x 

на W1,j, и, таким образом, 

Комбинируя эти оценки, получим 

УПРАЖНЕНИЕ 5.65. Показать, что при условии (5.47) справедливо 
неравенство 

для всех k1 ~ 1. 

Таким образом, приходим к оценке 

(5.51) 

Далее для любого i ~ 1 рассмотрим произвольный интервал Wi,j. На­
помним, что функции ti(x), ki(x) и ti+1(x) = ti(x) + ki(x) постоянны 

на Wi,j = .r-t'(Wi,j); обозначим их значения через ti, ki и ti+1 соответ­
ственно, опуская аргумент х. 

Предположим, что ti+ 1 < п2 . Множество _Fk; (Wi,j) имеет свои соб­
ственные И-компоненты. Легко увидеть, что множество P'+i (Wi,j n Wi+1) 
лежит внутри объединения со-окрестностей концевых точек этих И-компо-

нент. Применяя теорему 5.53 к кривой Wi,j• получим 

(заметим, что теорема 5.53 может использоваться здесь благодаря сделан­
ному выбору ki в (5.50), и это объясняет определение ki). 

Кроме того, для каждого целого ki+1 ~ 1 рассмотрим интерва-

лы Wi+1,z с Wi,j n Wi+1, на которых ki+1(x) = ki+l· Их образы 
Р>+1 (Wi+1,z) = Wi+1,z имеют длины 1Wi+1,z I :::;: e-(k,+i -l)/x с уче-
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том (5.50); следовательно, rtнi (х) < e-(k,н-l)/x на Wн1,1, и, таким об­
разом, 

Комбинируя оценки выше с учетом упражнения 5.65, получим 

Возвращаясь к оценке для W под действием F-t,, получим 

где для краткости ( = Ьс3ес(2"'0 ) 113 • Дополнительный экспоненциальный 
коэффициент есс2еа) 113 включен здесь, чтобы учесть возможные искажения 
в соответствии с леммой 5.27. 

Теперь заметим, что функции k 1 , ... , ki постоянны на каждой кри­
вой Wi,j. Пусть k1 , ••. , k; - произвольная последовательность натураль­

ных чисел, и обозначим через wki, ... ,k, объединение всех интервалов wi,j· 

на которых k 1 (x) =_31 , .. -~i(x) = ki. Складывая предыдущие оценки 

по всем интервалам Wi,j с Wki, ... ,k" получим 

(5.52) 

Очевидно, множество в числителе не что иное, как Wki, ... ,kнi · Как будет 
показано ниже, оценки вероятностного типа (5.51) и (5.52) очень важны 
в нашем анализе. 

Далее, пусть т ;;:: 1 и S = { k1 , .•• , km} - последовательность нату­
ральных чисел таких, что 

Обозначим 

Умножая оценки (5.51) и (5.52) для всех i = 1, ... , т - 1, получим 

mw(Ws) ~ (men 2 -n1 mw(W) 

(заметим, что Ьсз < (). 

(5.53) 

(5.54) 
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Складывая (5.54) по всем возможным т и последовательностям 
S = {k1 , ... , km}, удовлетворяющим (5.53), и используя упражнение 5.64, 
получим 

mw(W):;:;; n~1 (n2: ~11- l)(men2-n1mw(W) = 

= ((l + ()n2-n1-len2-n1mw(W), 

где выражение (п2~~\-1) обозначает биномиальные коэффициенты, полу­
чающиеся при подсчете числа соответствующих последовательностей { S}. 
Применение (5.48) завершает доказательство теоремы 5.61. • 

5.12. Размер И-многообразий (локальная оценка) 

В § 5.5 бьша получена линейная «0ценка хвоста» (5.16) для размера 
неустойчивых И-многообразий Wiffi(x) СМ, которая имеет вид 

µ{х: rJЮ(x) <с}:;:;; Се. 

Здесь rJЮ(x) обозначает расстояние в евклидовой метрике, измеренное 
вдоль Wiffi ( х) от х до ближайшей концевой точки Wiffi ( х) (в некоторой степе­
ни rJЮ ( х) характеризует размер Wiffi ( х) ). Это глобальная оценка для неустой­
чивых И-многообразий во всем пространстве столкновений М. В этом 
параграфе выведем аналогичную локальную оценку для И-многообразий, 

пересекающих данную устойчивую кривую W, в терминах меры Лебе­
га на W. 

Пусть W С М - устойчивая кривая и mw обозначает меру Лебега 
на ней. 

Теорема 5.66. Для любой устойчивой кривой W с М В-многообра­
зие Wiffi(x) существует (то есть rJЮ(x) >О) для почти всех х Е W по ме­
ре mw. Более того, 

mw{x Е W: rJЮ(x) < е}:;:;; Се (5.55) 

для некоторой постоянной С= C(V) >О и всех е >О. 

Эта теорема имеет свой аналог для обратного хода времени (принцип 

обратимости времени объяснялся в § 4.3). 
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Теорема 5.67. Для любой неустойчивой кривой W с М устойчивое 
Я-многообразие Wlli\(x) существует (то есть rllir(x) > О) для почти всех 
х Е W по мере mw. Более того, 

mw{x Е W: riffi(x) < е} :(Се, (5.56) 

где С = C('D) > О - постоянная. 

Здесь Wlli\ ( х) обозначает максимальное устойчивое И-многообразие, 
проходящее через х ЕМ, а rllir(x) - расстояние, измеренное вдоль Wlli\(x) 
от х до ближайшей концевой точки Wlli'r(x). Достаточно доказать или тео­
рему 5.66, или теорему 5.67; докажем последнюю. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Выведем теорему из первой леммы о росте. 

Сначала необходимо сформулировать аналог упражнения 5 .19 для об­
ратного хода времени, который требует введения новых обозначений. 

Пусть Es(x) - кусочно-постоянная функция на М, имеющая вид Е8 (х) = 
= (lkl + 1)2 для всех х Е F(JН!k)· Заметим, что Е8 (х) = Еи(F-2х). 

Упражнение 5.18 тоже имеет свой аналог для обратного хода времени, 
согласно которому 

-Е ( ) ~ llDxF-1(dx)ll ~ --1Е ( ) 
с s х ~ lldxll ~ с s х (5.57) 

для всех устойчивых векторов dx Е Т,,М и всех х Е М, где с= c('D) > О -
постоянная2 . 

Для каждой точки х Е М обозначим через d8 
( х, S! 1) длину крат­

чайшей устойчивой кривой, которая соединяет х с множеством S!1 . Тогда 
«обратимость временю> упражнения 5.19 можно записать в виде 

(5.58) 

УПРАЖНЕНИЕ 5.68. Доказать формулы (5.57) и (5.58). 

Далее напомним, что для заданной неустойчивой кривой W с М 
функция rп(х) обозначает расстояние от точки Р(х) до ближайшей кон­
цевой точки И-компоненты P(W), содержащей точку Fn(x). 

2 Для биллиардов категории В (согласно нашему анализу в конце § 5.5) функция Es должна 
быть переопределена в п-ячейках DZ:n• которые были описаны в§ 4.10. А именно, для каждо-

го х Е F(Hk) n D/n необходимо ввести функцию Е8 (х) = n(lkl + 1)2 • Тогда «Обратимость 
времени» из упраж~ения 5.26 дает оценку (5.57) для столов категории В. 



204 ГЛАВА 5 

УПРАЖНЕНИЕ 5.69. Доказать, что существует большая постоян­

ная е = e(D) > О такая, что 

eccE8 (F'x) d8 (F'x, S!1) ~ rп-1 (х) 
для всех п ~· 1. Указание: используя второе неравенство в (5.57), 
показать, что длина кратчайшей устойчивой кривой, которая соединя­

ет р-1 (х) с множеством § 0 , не превышает -с- 1 Es(:Fпx) d8 (Px, S"!!..1 ). 

Благодаря (4.14) длина самой длинной устойчивой кривой, которая соеди­
няет ;:п- 1 (х) с множеством §о, не превышает СЕ8 (:Fпх) d8 (:Fпx,S"!!..1 ) 
для некоторой постоянной С= C('D) >О. С учетом обратимости времени, 
то же самое справедливо для длины самой длинной неустойчивой кривой, 

которая соединяет р-1 (х) с множеством § 0 . 

В результате приходим к оценке 

Следовательно, 

riill(x) ~ mine- 1лпrп(x). 
п;;:о 

00 

mw{x Е W: rllir(x) <с:}~ l:mw{rп(x) <ел-пс:}. 
п=О 

С учетом первой леммы о росте (теорема 5.52 и следующее за ней замеча­
ние) имеем 

mw{rп(x) <ел-пс:}~ ес1'!9~л-пс:+ес2Л-пс:mw(W). 

Суммирование по п ~ О доказывает (5.56). • 
5.13. Фундаментальная теорема 

Завершим эту главу так называемой «фундаментальной теоремой тео­

рии рассеивающих биллиардов». Обобщим (4.53), вводя 

и (5.59) 

Напомним, что множества s:п являются особенностями для отображе­
ний :Flli!'п; множества s:п включают в себя «действительные особенно­
сти» S±п и образы (прообразы) границ полос однородности: 

s:п = S±п U (u;:::,=0;:=i=m(§)). (5.60) 

Следующий факт называется фундаментальной теоремой теории рас­

сеивающих биллиардов Синая [Sin70,BS73]: 
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Теорема 5.70. Пусть х Е М \ S~. Тогда для любого q > О и А > О су­
ществует открытая окрестность И'/:; С М точки х такая, что для любой 

неустойчивой кривой W С И'/:; 

mw(Y Е W: riffi(y) > A[W[) ~ (1- q) mw(W). 

Аналогично, пусть х Е М \ S~00 . Тогда для любого q > О и А > О суще­
ствует открытая окрестность И~ с М точки х такая, что для любой 

устойчивой кривой w с и~ 

mw(Y Е W: rПJr(y) > A[W[) ~ (1- q) mw(W). 

Заметим, что вторая часть - это аналог первой, записанный для обрат­

ного хода времени. 

Важность этой теоремы становится очевидной, если выбрать боль­

шое А » 1 и малое q ~ О. Тогда, соответственно, подавляющее боль­

шинство точек у Е W лежало бы на устойчивых (неустойчивых) И-много­
образиях, которые намного длиннее, чем сама кривая W. Заметим, что эти 
И-многообразия продолжаются далеко за пределы W, в обе стороны W; 
см. рис. 5.11 (слева). 

:Р' ________ .,.. 

Рис. 5.11. Фундаментальная теорема 5.70 

Заметим, что в оригинальных работах Синая [Sin70,BS73] эта теорема 
бьmа приведена в немного более слабой форме: она включала неустойчи­

вые и устойчивые многообразия, а не И-многообразия (первые, в общем 

случае, намного длиннее; см. § 5.5). Понятие И-многообразий было в дей­
ствительности введено гораздо позднее в [BSC91]. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ТЕОРЕМЫ 5. 70. Достаточно доказать первую часть. 
Главная идея заключается в том, чтобы применить теорему 5.67 к кри-
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вой Vfi~ = .P'(W) для достаточно большого п, что гарантирует, что мно­
го коротких устойчивых И-многообразий пересекают Wn. Тогда внесем их 
обратно под F-n и получим много длинных устойчивых И-многообразий, 
пересекающих W; см. рис. 5.11. 

Для заданного q >О полагаем р = c- 1c"d 1q, где С> О - постоянная 
в теореме 5.67 и Cd >О - постоянная в лемме 5.27 об ограничениях на ис­
кажения. Далее, для заданного А > О выберем п >> 1 настолько большим, 
что А::;; рс2Л2п, где си А появляются в (4.19) (причина для такого выбора 
станет понятна ниже). 

Обозначим через Qi;;r ( х) открытую связную компоненту множест­
ва М \ S:!", содержащую точку х. Тогда для любой неустойчивой кри­
вой W С Q~(x) ее образ Wn = Fn(W) будет состоять из одной И-ком­
поненты. Пусть И'/:; - малая открытая окрестность х такая, что 

dist(u:, 8Q~(x)) > Adiamu:. 

Для произвольной неустойчивой кривой w с и-:; применим теорему 5.67 
к кривой Wn = P(W) и получим 

(5.61) 

Пусть z Е Wn - точка, где riп(z) ?: pJWпl· Тогда, благодаря равномерной 
гиперболичности F (ер. с (4.19)), имеем 

rllir(F-nz)?: min{dist(W,8Q~(x)),pCЛnJWпl}?: 

?: min{AIW\,pc2A2nlWI} = 

= AIWI (благодаря нашему выбору п). 

Так как все кривые P(W), О::;; i::;; п, слабо однородные, из леммы 5.27 об 
ограничениях на искажения, оценки (5.61) и соответствующего выбора р 
следует, что 

mw{Y Е W: rllir(Y) < AJWI}::;; CdCp\W\ = q\WJ. 

Теорема 5. 70 доказана. • 
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Эргодические свойства 

В данной главе докажем, что рассеивающие биллиарды категорий А 

и В, будучи динамическими системами, являются эргодическими, переме­

шивающими и имеют свойство Бернулли. 

6.1. История 

Эргодичность и перемешивание для рассеивающих биллиардов кате­
горий А и В бьmи впервые установлены Синаем [Sin70] в 1970 году. Он 
использовал достаточно прямое доказательство, основанное на «фундамен­

тальной теореме» (теорема 5.70) и методе Хопфа (см. ниже). Свойство Бер­
нулли бьmо получено в 1974 году Дж. Галлавотти (G. Gallavotti) и Д. Орн­
штейном [G074]. 

Позже выяснилось, что доказательство Синая [Sin70] хорошо работает 
для равномерно гиперболических биллиардов, то есть таких, что неустой­

чивые векторы растягиваются равномерно в смысле (4.19), но не для нерав­
номерно гиперболических биллиардов. Для последних (в особенности для 

газов из жестких шаров) «фундаментальная теорема» в формулировке, при­

веденной в§ 5.13, не выполняется. 
Чтобы установить эргодичность систем жестких шаров, в последу­

ющих работах Синая и Чернова [Sin79, SC87, Ch93], а также в рабо­

тах [KSS90,LW95] было предложено более тщательно продуманное постро­
ение «регулярных накрьпий» ( «regular covering» ). Именно это построение 
вместе с методом Хопфа было использовано в доказательстве эргодично­

сти для различных систем жестких шаров [KSS91, KSS92, BLPS92, Sim99, 
Sim03,Sim04]. Регулярные накрытия бьmи также использованы в некоторых 
доказательствах эргодичности для других неравномерно гиперболических 

биллиардов [Bu90, Sz92, Mar93b, DMO 1, DММОЗ]. 
Однако в данной книге будет использоваться первоначальное дока­

зательство Синая; его метод прост и элегантен, и он будет применяться 
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для всех основных типов хаотических биллиардов, охваченных этой кни­

гой. Подробнее о более сложном методе регулярных накрытий любозна­

тельный читатель может найти в работах [KSS90,LW95, Va92]. 

6.2. Метод Хопфа: эвристический подход 

Почти все доказательства эргодичности для гиперболических систем 
основаны на методе Хопфа [Но39, Но40], который будет введен в этом па­

раграфе неформально, оставим все формальности для следующих двух па­
раграфов. 

Предположим, что F: М --; М - гладкое гиперболическое отображе­

ние, сохраняющее вероятностную меру µ. Пусть в каждой точке х Е М 
существует устойчивое многообразие W 8 (x) и неустойчивое многообра­
зие wи(х). 

Утверждение. Почти всякое устойчивое или неустойчивое многообразие 

принадлежит (mod О) одной эргодической компоненте отображения F. 

Формальные определения эргодических компонент, условных мер, ге­

нераторов и других понятий, используемых ниже, читатель может найти 

в приложении С. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО (ЭВРИСТИЧЕСКОЕ). Пусть А С М - эргодическая 
компонента отображения F. Тогда F: А --; А сохраняет условную меру µл, 
которая является эргодической. Траектория почти каждой (по мере µл) точ­

ки х Е А распределяется в А в соответствии с мерой µл. Точнее гово­
ря, если {Bk} - счетный генератор а--алгебры измеримых подмножеств А, 
то существует подмножество А1 с А полной меры, µл(А \ А1 ) =О, такое, 
что для любого х Е А1 и любого k имеем 

lim #{n: О< n < N, Fn(x) Е Bk}/N = µл(Вk)· 
N--+oo 

Если устойчивое многообразие ws пересекает две несовпадающие эргоди­
ческие компоненты А, В СМ, то траектории типичных точек х Е ws n А 
и у Е Ws П В распределяются по-разному (согласно двум различным ме­
рам µл и µв). С другой стороны, будущие полутраектории точек х и у 

сходятся друг к другу; следовательно, они должны иметь одинаковые рас­

пределения. Это противоречие доказывает утверждение для устойчивых 

многообразий. Доказательство для неустойчивых многообразий проводит­

ся аналогично, за исключением того, что в нем используются полутраекто­

рии х, у Е wи в прошлом. • 
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Пусть W1 , W2, ... , Wn - конечная последовательность устойчивых 

и неустойчивых многообразий, таких, ЧТО wi n Wн 1 =1- {д для всех i = 
= 1, ... , п - 1. Это возможно, если устойчивые и неустойчивые мно­
гообразия в этой последовательности чередуются. Если эти многообра­

зия типичные и если они пересекают друг друга в типичных точках, 

то, согласно утверждению, их объединение UWi принадлежит (mod О) од­
ной эргодической компоненте отображения F. Такая последовательность 
устойчивых и неустойчивых многообразий называется цепочкой Хопфа, 

или зигзагом, или иs-путе.м («us» означает «неустойчивый-устойчивый» 
(«unstaЫe-staЬle»)). Она используется при построении эргодических ком­

понент для гиперболических отображений. 

Пусть А с М - такое множество, что любые две типичные точ­

ки х, у Е А можно соединить цепочкой Хопфа; см. рис. 6.1. В этом случае А 
принадлежит (mod О) одной эргодической компоненте отображения F. 
Если это выполняется для А = М, тогда отображение F эргодическое. 

х 

Рис. 6.1. Цепочка Хопфа, соединяющая х и у 

В этом заключается сущность метода Хопфа: чтобы доказать эргодич­

ность для гиперболического отображения F, достаточно показать, что лю­
бые две типичные точки х, у Е М можно соединить цепочкой Хопфа типич­

ных устойчивых и неустойчивых многообразий, пересекающих друг друга 

в типичных точках. Для неэргодических отображений метод Хопфа можно 

использовать для определения их эргодических компонент. 

Для читателя, знакомого с эргодической теорией, это доказательство 

может оказаться достаточным, и тогда можно перейти к § 6.5, где строятся 
цепочки Хопфа для рассеивающих биллиардов. Для менее опытного чита­

теля в следующих двух разделах приводится формальное изложение метода 

Хопфа. 
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6.3. Метод Хопфа: предварительная подготовка 

Опишем общие условия, при которых можно построить цепочки 

Хопфа (несложно заметить, что все они бьши введены для рассеивающих 

биллиардов в главах 4 и 5). Подчеркнем, что здесь будут строиться толь­
ко цепочки Хопфа. Из этого построения ни в коем случае не следует эр­

годичность, которая будет доказана только с помощью фундаментальной 

теоремы. 

(Hl) Гладкость с особенностями. Предположим, что М - это компакт­

ное риманово многообразие (возможно, с границей и углами). Пусть F -
cr -гладкое (r ~ 2) обратимое отображение на М, определенное вез­
де, за исключением особенностей (формальное описание было приведе­

но в § 3.1). Предположим, что F сохраняет вероятностную меруµ на М, 
которая эквивалентна мере Лебега (то есть она почти везде имеет поло­

жительную плотность). Из теоремы Оселедеца 3.1 следует, что показатели 
Ляпунова существуют на множестве полной µ-меры. 

(Н2) Гиперболичность. Предположим, что отображение F гиперболиче­
ское; то есть существует множество Н С М полной меры, µ(Н) = 1, 
такое, что каждая точках Е Н является гиперболической (не имеет нуле­

вых показателей Ляпунова). Вспомните также определения из § 3.1. Тогда 
получим 'УхМ = Е-:/; Е9 Е~, где величины Е-:/; и Е~ обозначают неустой­
чивое и устойчивое подпространства соответственно. Также предположим, 

что размерности пространств dи = dim Е-:/; и d8 = dim Е~ постоянны на Н 
и пространства Е-:/; и Е~ зависят непрерывно от точки х Е Н. 

(НЗ) Неустойчивые и устойчивые многообразия. Предположим, что по­

чти в любой точке х Е Н по мере µ существуют (локальное) устойчи­
вое многообразие W 8 (x) и (локальное) неустойчивое многообразие W 8 (x). 
Точнее говоря, для достаточно малого открытого множества И С М 

и для почти всякой (по мере µ) точки х Е И существует неустойчивое 
многообразие х Е wи ( х) с И такое, что 

и устойчивое многообразие х Е W 8 (x) С И такое, что 

(сходимость здесь не обязательно экспоненциальная). Оба многообразия 

cr -гладкие и имеют конечный размер. Если и достаточно малое, ТО в; 
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и Е~ будут равномерно трансверсальны друг другу в U, и тогда для лю­
бого х, у Е И пересечение wи ( х) n W s (у) состоит не более чем из одной 
точки. 

Заметим: здесь предполагается существование устойчивых и неустой­

чивых многообразий почти в каждой точке. Каток и Стрельцин (KS86] (сле­
дуя работам Песина (Pes76,Pes77a]) доказали это существование при очень 
мягких предположениях об особенностях отображения F. 

(Н4) Достаточное число неустойчивых и устойчивых многообразий. 

Предположим также, что для каждого неустойчивого многообразия wи ( х) 
существует устойчивое многообразие W 8 (y), проходящее почти через каж­
дую точку у Е Wи(х) относительно внутренних мер Лебега на wи(х), 
и наоборот. 

(Н5) Измеримость. Пусть И С М - достаточно малое открытое множе­

ство (например, шар). Тогда разбиение И на локальные неустойчивые мно­

гообразия wи ( х) n И, х Е И, измеримо (соответствующие определения 
приведены в приложении А), а условные меры, порожденные µ на неустой­
чивых многообразиях, эквивалентны внутренним мерам Лебега на них. То 

же самое справедливо для разбиения И на устойчивые многообразия. 

(Н6) Абсолютная непрерывность. Пусть V 1 , V 2 с М - два малых близ­
ких dи-мерных подмногообразия, равномерно трансверсальных к устойчи­

вым подпространствам Е~. Обозначим 

Vj = {х Е Vi: W 8 (x) n vз-i -=f. 0} 

при i 1, 2 (пересечение выше или пусто, или состоит из одной точки). 
Предположим, что голономное отображение, определенное как 

h: V}-+ V}, х 1-+ W 8 (x) n V 2
, 

абсолютно непрерывно; то есть оно имеет конечный положительный яко­
биан относительно внутренних мер Лебега на V 1 и V 2 . Аналогично, голо­
номное отображение, определенное при скольжении вдоль неустойчивого 

многообразия, абсолютно непрерывно. 

Далее из общих предположений (Н 1 )-(Нб) выведем простые факты. 
Вновь подчеркнем, что предположения (Нl)-(Нб) ни в коем случае не га­

рантируют эргодичность отображения F; они только позволяют построить 
цепочки Хопфа и определить его эргодические компоненты. 

Пусть V с И - dи-мерное подмногообразие, равномерно трансвер­

сальное к устойчивым подпространствам Е~. Обозначим через mv внут­
реннюю меру Лебега на V. Устойчивое многообразие W 8 (x) не обязано 
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существовать почти для каждой точки х Е V по мере mv (например, V 
может быть многообразием с особенностями для отображения pn, n > О). 
Обозначим 

V* = {х Е V: W 8 (x) существует}. 

Лемма 6.1. Для любого измеримого подмножества В с V* имеем 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Малую открытую окрестность V можно рассло­
ить несколькими гладкими dи-мерными многообразиями (причем все они 

будут трансверсальными к устойчивым подпространствам), так что много­

образие V будет одним из них. Тогда из абсолютной непрерывности (Н6) 
и теоремы Фубини (ер. также с (А.2)) следует желаемый результат. 8 

Отображения, удовлетворяющие (Hl)-(H6), являются более общими, 
чем отображения столкновений для рассеивающих биллиардных столов: 

размерности устойчивых и неустойчивых подпространств могут быть про­

извольными, а гиперболичность может быть неравномерной. 

6.4. Метод Хопфа: главное построение 

В этом параграфе вернемся к эргодическим свойствам отображе­

ния F. Напомним несколько стандартных фактов из эргодической теории; 
ер. с приложением С. 

Факты. Отображение F, сохраняющее меру µ, является эргодическим то­
гда и только тогда, когда любая F-инвариантная (mod О) измеримая функ­
ция f: М---> JR (то есть такая, что f(Fx) = f(x) почти для всех х по ме­
реµ) постоянна (mod О); то есть µ{f(x) = с} = 1 для некоторого с Е JR. 
Если отображение F не является эргодическим, то пространство М можно 
разбить на эргодические компоненты F (некоторые из которых могут иметь 
положительную меру или все они могут иметь меру нуль). 

Кроме того, множество А С М положительной меры принадлежит 
(mod О) одной эргодический компоненте F тогда и только тогда, ко­
гда каждая F-инвариантная функция f постоянна (mod О) на А; то есть 
µ(А\ {f(x) =с})= О для некоторого с Е JR. 

Пусть f: М ---> JR - непрерывная функция. Обозначим через 

_ l n-1 . 

f +(х) = lim - ~ J(F'x), 
n--too n ~ 

i=O 

_ l n-1 . 

f _(x) = lim - ~ f(F-•x) 
п~оо n ~ 

i=O 



6.4. МЕТОД ХОПФА: ГЛАВНОЕ ПОСТРОЕНИЕ 213 

ее средние по времени (прямое и обратное). Согласно эргодической теоре­

ме Биркгофа, эти пределы существуют и совпадают почти всюду; то есть 
множество 

М1 = {х ЕМ: У+(х) = J_(x)} 

имеет полную меру, µ(MJ) = 1. Определим функцию f(x): = 7 +(х) 
= f _(x) на М1. 

Предложение 6.2.Предположим, что функция f(x) постоянна (mod О) 
для каждой непрерывной функции f. Тогда отображение F будет эргоди­
ческим. (Обратное утверждение также справедливо.) 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Если отображение F не является эргодическим, 
тогда существует нетривиальное F-инвариантное множество В, то есть та­

кое множество, что F(B) = В и О < µ(В) < 1. Пусть g - индикаторная 
функция В. Функцию g можно аппроксимировать в L1 (М,µ)-норме с по­
мощью непрерывных функций. Для любого с > О существует непрерывная 
функция f такая, что 11! - gll1 < с. Благодаря инвариантности меры µ 
и функции g имеем llf о pn - gll1 = 11! - gll1- Следовательно, 

117+ - gll1 = 11 lim ~ ~(f(Fix) -g)ll = 
n->oo n i=O 1 

= J~~ ~ll~(f(Fix) - 9 ) 111 ~ 
n-1 

~ J~~ ~ 2:1/(J(Fix) - 9)/1
1 

= 
i=O 

= 11! - 9111 <с, 

где использовалась теорема Лебега о мажорируемой сходимости и нера­

венство треугольника. Так как величина f + постоянна (mod О), приходим 
к противоречию, таким образом, отображение F - эргодическое. • 

Предложение 6.3. Пусть А с М - подмножество положительной 

меры. Предположим, что функция f(x) постоянна (mod О) на А для вся­
кой непрерывной функции f. Тогда А принадлежит (mod О) одной эргоди­
ческой компоненте F. 

УПРАЖНЕНИЕ 6.4. Доказать предложение 6.3 (следуя рассуждениям 
из предыдущего доказательства). 
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Данные предложения позволяют ограничиться в нашем обсуждении 

непрерывными функциями f: М -+ JR. 

Лемма 6.5. Для любого устойчивого или неустойчивого многообра­
зия W функция f ( х) постоянна на множестве W n М 1. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Без потери общности можно рассмотреть устойчи­

вое многообразие W = W 8
• Так как функция f непрерывна, она также бу­

дет равномерно непрерывной на компактном множестве М. Тогда для всех 

х, у Е W 8 имеем 

Отсюда следует, что f(x) = f +(х) = f +(У) = f(y) для любых х, у Е 
EW 8 nM1. • 

Будем говорить, что устойчивое или неустойчивое многообразие 

W с М является Мгполным, если mw (W \ М1) = О (напомним, что mw 
обозначает внутреннюю меру Лебега на W). 

Лемма 6.6. Объединение всех неустойчивых и устойчивых многооб­

разий, которые не являются М 1-полными, имеет нулевую меру µ. 

УПРАЖНЕНИЕ 6.7. Доказать лемму 6.6. Указание: использовать изме­
римость (HS), а также эквивалентность µ и меры Лебега. 

Последняя лемма иногда формулируется неточно: «почти любое 

неустойчивое или устойчивое многообразие является М1-полным». 

Пусть G 1 С М 1 обозначает множество точек таких, что для всех 
х Е G1 многообразия wи(х) и W 8 (x) существуют и являются М1-пол­
ными. Очевидно, µ( G 1) = 1. Будем говорить, что устойчивое или неустой­
чивое многообразие W С М является G 1-полным, если mw (W \ G 1) = О. 

Лемма 6.8. Если устойчивое или неустойчивое многообразие М1-пол­
ное, то оно также G гnолное. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Рассмотрим неустойчивое многообразие wи. Во­

первых, почти через каждую точку у Е wи (относительно внутренней ме­

ры Лебега mwи ), как следует из предположения (НЗ), проходит устойчи­
вое многообразие W 8 (y). Устойчивые многообразия, которые не являются 
М1-полными, образуют множество меры нуль (лемма 6.6), так что они со­
ответствуют множеству точек у Е wи нулевой меры mwи (лемма 6.1). • 

Следствие 6.9. Пусть х Е G1. Тогда оба многообразия wи(х) 
и ws(x) существуют и являются G1-полными. 
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Данное следствие предполагает следующее построение некоторой воз­

растающей последовательности подмножеств (подмножеств Хопфа): 

Н1 с Н2 с Нз с ... с М. 

Выберем точку хо Е G f. Определим множество 

и 

Н2(хо) = UyEH1(xo) ws(y) n G1. 

Далее по индукции для заданного множества Н2п(х0 ) определим 

и 

Н2п+2(хо) = UyEH2n+1(xo) ws(y) n G1. 

Таким образом, здесь строится неустойчивое многообразие через точку х0 , 

затем устойчивое многообразие через каждую точку у Е G f на нем, затем 
неустойчивое многообразие через каждую точку х Е G f на предыдущих 

устойчивых многообразиях и т. д. Введем обозначения 

В качестве альтернативного подхода можно начать с построения устойчи­

вого многообразия через точку х0 , построить неустойчивые многообразия 

через каждую точку у Е G f на нем и т. д., так что в действительности су­
ществует две последовательности множеств Хопфа. Они имеют следующие 

схожие свойства: 

(а) каждое устойчивое и неустойчивое многообразие при данном постро­

ении является G1-полным (согласно следствию 6.9); 

(Ь) µ(Н2 ) >О (из леммы 6.1); следовательно, µ(Нп) >О для всех п;? 2; 

(с) функция f постоянна на любом Нп, следовательно, на Н00 (согласно 
лемме 6.5). 

Появилась процедура для проверки того, что данное множество А с М 

положительной меры принадлежит (mod О) одной эргодической компо­
ненте. 
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Пусть f - произвольная непрерывная функция. Выберем точку 

х0 Е А n G f (то есть произвольную точку в А, за исключением нулевого 
множества А\ Gt)· Проверим, что соответствующее множество Н00 (хо) 
покрывает (mod О) множество А, то есть µ(А\ Н00 (х0 )) =О. Тогда функ­
ция f постоянна (mod О) на А. Следовательно, А принадлежит (mod О) 
одной эргодической компоненте (согласно предложению 6.3). 

Ключевое условие, что Н00 (х0 ) покрывает А (mod О), можно опи­
сать следующим образом. Почти для каждой пары точек х, у Е А n G f су­
ществует последовательность чередующихся неустойчивых и устойчивых 

многообразий W1, W2 , ... , Wn таких, что х Е W1, у Е Wn, и для любо­
го i = 1, ... , п - 1 многообразия Wi и Wн1 пересекаются ровно в одной 
точке Zi = wi n Wн1 Е Gt· Таким образом, получим цепочку Хопфа, 
упомянутую в§ 6.2 и показанную на рис. 6.1. 

Чтобы доказать эргодичность отображения F, можно использовать сле­
дующую стратегию. 

(1) Найти множество М1 с М такое, что для каждой точки х Е М1 су­
ществует окрестность И(х), которая принадлежит (mod О) одной эр­
годической компоненте F. 

(2) Показать, что множество М1 имеет полную меру и линейно связное. 

Первый шаг известен как «локальная» эргодичность, а второй - как «гло­

бальная» эргодичность. Будем использовать эту стратегию в следующих 

двух параграфах. 

6.5. Локальная эргодичность 

Применим метод Хопфа к рассеивающим биллиардам. Наше изложе­

ние соответствует общему ходу рассуждений оригинальной работы Си­

ная [Sin70]. 
Напомним, ЧТО s: и s~oo - это множества (счетные объедине­

ния гладких кривых), на которых соответственно положительные и отри­

цательные итерации «нового отображения столкновений» FIНI разрывны; 

см. (5.59), (5.60) и соответствующие определения в§§ 5.13 и 5.4. 

Теорема 6.10 (локальная эргодичность - 1). Для любой точки 

х ЕМ\ (s: U S~00 ) существует открытая окрестность Их с М, ко­
торая принадлежит (mod О) одной эргодической компоненте биллиард­
ного отображения F. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Выберем большое А » 1 и малое q > О и рас­
смотрим открытые множества И'/: и И~, построенные в теореме 5.70. 
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УПРАЖНЕНИЕ 6.11. Показать, что существуют произвольно малые от­
крытые окрестности Их с И'/:ПИ~ точки х «прямоугольной формы», каждая 

из которых ограничена двумя неустойчивыми И-многообразиями и двумя 

устойчивыми И-многообразиями. Указание: пусть wи Э х и W 8 эх -
произвольно малые неустойчивая и устойчивая кривые, содержащиеся 

в И'/: n И~. Согласно теореме 5.70, существует большое число длинных 
устойчивых И-многообразий через wи и длинных неустойчивых И-много­

образий через W 8
• 

УПРАЖНЕНИЕ 6.12. Показать, что если величина q > О достаточно 
мала, то форму области Их в предыдущем упражнении можно произволь­
но приблизить к ромбу, как показано на рис. 6.2. Указание: напомним, 
что устойчивые линии Е~ и неустойчивые линии в; (которые являют­

ся касательными к устойчивым и неустойчивым И-многообразиям Wllif(x) 
и W iffi ( х) соответственно) являются непрерывными функциями в своих об­
ластях (ер. § 4.7); следовательно, обе эти функции непрерывны в х. Таким 
образом, все устойчивые И-многообразия в Их почти параллельны друг 

к другу, и такими же будут все неустойчивые И-многообразия в Их. 

Зафиксируем область Их, описанную в упражнениях 6.11 и 6.12. Дока­
жем, что Их принадлежит (mod О) одной эргодической компоненте отоб­
ражения :F, соединяя типичные точки хо, Уо Е Их с цепочками Хопфа. 

Пусть f: М ---+ JR - непрерывная функция и хо Е Их n G f (в терминах 
предыдущего параграфа). Покажем, что 

данного утверждения более чем достаточно, чтобы доказать теорему с по­

мощью предложения 6.3. 

Рис. 6.2. Доказательство теоремы 6.10 
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Пусть хо Е Их n G 1. Начнем построение Хопфа в точке хо и определим 
W1: = Wiffi(x0 ) n Их. Так как неустойчивое И-многообразие W1 является 
G1-полным, из теоремы 5.70 следует, что существует устойчивое И-много­
образие Wllir(x1) для некоторой точки х1 Е W1 n G1, которое продолжается 
в обе стороны W1 на расстояние> AIW1I- Полагаем W2: = Wiffi(x1) nих. 

УПРАЖНЕНИЕ 6.13. Показать, что или IW2I ~ AIW1I, или дW2 С дИх 
(в последнем случае обе концевые точки W2 лежат на обоих неустойчивых 
И-многообразиях, ограничивающих Их)· 

Согласно следствию 6.9, многообразие W2 также G 1-полное. По тео­
реме 5.70 существует неустойчивое И-многообразие Wiffi(x2) для некоторой 
точки х2 Е W2 n G 1, которое продолжается в обе стороны W2 на рассто­
яние> AIW2I. Полагаем Wз: = Wiffi(x2) n Их. Вновь или IWзl ~ AIW2I, 
или многообразие W3 заканчивается на 8Их (точнее, на обоих устойчивых 

И-многообразиях, ограничивающих Их). 
Очевидно, такое чередующееся построение устойчивых и неустойчи­

вых И-многообразий можно продолжить, пока не будет достигнуто неустой­

чивое И-многообразие Wn, которое заканчивается на дИх; см. черные 
линии на рис. 6.2 (где п = 5). Заметим, что Wn является G 1-полным 
и Wп n G1 с Н=(хо). 

Начиная с любой другой точки у0 Е Их n G 1, построим аналогичную 
последовательность чередующихся неустойчивых и устойчивых многооб­
разий вплоть до неустойчивого И-многообразия W.'n, которое заканчивает­
ся на дИх; см. толстые серые линии на рис. 6.2 (где т = 3). Заметим, что 
многообразие W.'n является G1-полным и W.'n n G1 с Н=(Уо). 

Как следствие теоремы 5.70, существует много устойчивых И-много­
образий Wiffi С Их, пересекающих как Wn, так и W.'n; см. пунктирные линии 
на рис. 6.2. В действительности объединение таких устойчивых И-много­
образий имеет положительную меру. Из леммы 6.1 следует, что почти все 
из них пересекают W n и W.'n в точках, которые принадлежат множеству G 1. 

Это доказывает у0 Е Н=(х0 ) и наоборот. • 

Теорема 6.14 (локальная эргодичность - 11). Предположим, что точ­
ка х Е М ле:ж:ит точно на одной гладкой кривой разрыва S с S~ U Si:!!=. 
Тогда существует открытая окрестность Их С М, которая принадле­
жит (mod О) одной эргодической компоненте :F. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Существует ровно одно значение п Е Z та­

кое, что S С ;:-n(S0 U §), согласно определению (5.59)-(5.60) (вспомни­
те соответствующие определения в §§ 5.13, 5.3, 5.4, 2.10 и 2.11). Слу­
чай S с ;:-п (§) достаточно легок. Действительно, наш выбор полос од-
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породности был отчасти произвольный, так что их граничные точки долж­

ны иметь такие же свойства (относительно локальной эргодичности), как 

и внутренние точки. Поэтому будем предполагать, что х Е S С ;:--n(S0 ). 

Случай п = О (где х Е S 0 = дМ) следует из проведенного анализа 
случая п =1 О. Без потери общности предположим, что п > О. Так как 
отображение ;:-п- 1 гладкое в х и любая эргодическая компонента F-инва­
риантная, достаточно доказать теорему для точки ;:-п- 1 ( х). Таким образом, 
можно предположить, что п = 1; то есть отображение F разрывно в х. 

Кривая S делит любую открытую окрестность V точки х на две 

части V1 и V2 , на которых F действует, как описано в конце § 4.9; 
см. рис. 6.3. Точнее говоря, первый образ V{ = F(V1 ) - это открытая 
окрестность точки х' = F(x) Е S 0 , смежной с ребром S 0 , а второй 
образ V{' = F2(V1 ) - это полуокрестность точки х" = F2(x), смеж­
ной с кривой разрыва S' = F 2 (S) С S_ 1 . С другой стороны, первый об­
раз v; = F(V2 ) - это полуокрестность точки х", смежной с другой сто­
роной кривой разрыва S'. Непосредственным образом можно проверить, 
что V' = V{' U v; - это открытая окрестность точки х"; см. рис. 6.3. 

Вторая часть теоремы 5.70 применяется для достаточно малых окрест­
ностей точки х. В то же время первая часть теоремы 5.70 применяется 
к достаточно малым окрестностям точки х'. Возвращаясь к точке х, полу­
чим следующую теорему. 

Теорема 6.15. Для любых q > О и А > О существует откры­

тая окрестность V точки х такая, что для любой неустойчивой кри­
вой W С V существует подмножество W' С W такое, что mw (W') ~ 
~ (1- q) mw(W) и устойчивое Я-многообразие Wllir(y), проходящее через 

х' So •v; 
:F ,"""~ \,, S' ,-' ',,',,,~--yV{' 

-~ 

щ 

\ 

s 

, 
_,, / 

Рис. 6.3. Действие :F в окрестности х Е S 
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каждую точку у Е W', продолжается на расстояние> AfWI в обе сто­
роны от у, за исключением случаев, когда оно обрывается на кривой раз­

рыва S. 

Величины q и А здесь отличаются от аналогичных констант из теоре­
мы 5.70. Возможный обрыв на кривой S - это новый элемент по срав­

нению с теоремой 5.70. Заметим, что каждое устойчивое И-многообра­
зие WпJr(y) может закончиться на кривой S только в одной из ее концевых 
точек (но не на обеих). 

Далее выберем большое А > 1 и малое q > О и построим окрест­
ность Их. В окрестности х все неустойчивые многообразия почти парал­

лельны, но для устойчивых многообразий это не так. В действительности 
устойчивые многообразия ws С V1 почти касательны к S (они заканчи­
ваются на S по касательной) (см. § 4.9 и 4.11 ), но устойчивые многообра­
зия ws С V2 трансверсальны к S. 

УПРАЖНЕНИЕ 6.16. Показать, что устойчивые многообразия ws с V2 
почти параллельны друг к другу. Указание: воспользуйтесь результата­

ми §4.7 и покажите, что функция вs+(у), у Е V2 , имеет непрерывное 
продолжение на точку х. 

Как и в предыдущей теореме, построим окрестность Их, ограни­

ченную двумя неустойчивыми и двумя устойчивыми И-многообразиями. 

Часть Их n V1 может быть произвольно близка к ромбу, при условии, что 

величина q > О достаточно мала. Но часть Их n V2 будет близка только 

к трапеции с почти параллельными неустойчивыми сторонами и с транс­

версальными устойчивыми сторонами; см. рис. 6.4. 

УПРАЖНЕНИЕ 6.17. Показать, что часть Их n V2 можно сделать произ­

вольно близкой к трапеции с почти параллельными неустойчивыми сторо­

нами. Эту часть можно также построить так, что ее меньшая неустойчивая 

сторона почти равна наименьшей устойчивой стороне, так что стороны этой 

трапеции сравнимы (ни одна из них не будет слишком короткой). 

Далее для произвольной точки хо Е Их n G f построим последователь­
ность устойчивых и неустойчивых И-многообразий х Е W1 , W2 , .•. , Wn, 
как в предыдущей теореме, но с учетом следующих двух модификаций. 

Во-первых, необходимо оставаться вдалеке от кривой разрыва S. Это 
можно осуществить следующим образом. Для каждой кривой Wi найдем 

ее концевую точку ei, которая более удалена от кривой S по сравнению 
с другой концевой точкой. Затем выберем следующую кривую Wн1 такую, 
что она пересекает Wi в точке Xi достаточно близко к ei (можно выбрать Xi 

так, что dist(xi, ei) < 2qfWif). 
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Рис. 6.4. Доказательство теоремы 6.14 

Во-вторых, более удобным будет остановиться на построении устой­

чивого многообразия Wn, обе концевые точки которого лежат на двух 
неустойчивых сторонах Их; см. черные линии на рис. 6.4 (где п = 4). Как 
и в предыдущей теореме, многообразие Wn будет G 1-полным и Wn n G f с 
С Ноо(хо). 

Аналогично, для любой другой точки у0 Е Их n G f построим после­
довательность чередующихся неустойчивого и устойчивого многообразий, 

заканчивающихся устойчивым И-многообразием W.'n, которое заканчивает­
ся на двух неустойчивых сторонах Их; см. толстые серые линии на рис. 6.4 
(где т = 4). Заметим, ЧТО w:n является G1-полным и w:n n G1 с Ноо(Уо). 

Устойчивые И-многообразия Wп и W.'n могут лежать на одной сто­
роне S (тогда они будут почти параллельны друг к другу) или на противо­
положных сторонах, как показано на рис. 6.4. 

В любом случае согласно теореме 5.70 существует множество неус­
тойчивых И-многообразий Wп'П С Их, пересекающих как Wn, так и W.'n; 
см. штриховые линии на рис. 6.4. Объединение таких неустойчивых И-мно­
гообразий имеет положительную меру. Из леммы 6.1 следует, что почти все 
из них пересекают Wn и W.'n в точках, которые принадлежат множеству G f. 

Это доказывает, что Уо Е Н00 (хо) и наоборот. • 
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6.6. Глобальная эргодичность 

«Локальные эргодические теоремы» 6.10 и 6.14 применимы к любой 
точке х Е М, за исключением точек, которые принадлежат более чем одной 
гладкой кривой множества особенностей S~ u S~00 • Обозначим это мно­
жество через М#. Следующая лемма выполняется для всех рассеивающих 
биллиардов. 

Лемма 6.18. Множество М# счетное. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Достаточно показать, что любые две несовпадаю­

щие кривые S, S' с S~ u S~00 пересекают друг друга не более чем в одной 
точке. Пусть S С Fffii(So U §) и S' С Fffii1 

(So U §). Если п > О и п' < О, 
то кривая S неустойчивая, а кривая S' устойчивая, таким образом, наше 
утверждение очевидно. 

Предположим, что п' ~ п ~О. Тогда F-n(S) с S 0 U §-это горизон­
тальная кривая (определяемая уравнением ер= const). В то же самое время 
кривая F-n(S') или неустойчива (если п' > п), или также будет горизон­
тальной (если п' = п ). В обоих случаях они пересекаются не более чем 
в одной точке, как и утверждалось. Оставшийся случай п, п' < О рассмат­
ривается аналогично. • 

Далее нам потребуется общее утверждение, которое легко следует 
из предложения 6.3: 

Утверждение. Если множества А и В, имеющие положительную меру, при­
надлежат (mod О) одной эргодической компоненте и µ(AnB) >О, то объ­
единение А U В принадлежит (mod О) одной эргодической компоненте. 

Напомним, что пространство столкновений М состоит из связных 

компонент Mi; см. § 2.9. 

Предложение 6.19. Каждая связная компонента Mi пространства 
столкновений М лежит (mod О) в одной эргодической компоненте отоб­
ражения F. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Так как множество М# счетное, его дополнение 
Mi \М# будет линейно связным. Предположим, что точки х, у Е Mi \М# 
соединяются компактной непрерывной кривой С С Mi \ М#. Каж­
дая точка z Е С удовлетворяет «локальной эргодической теореме» 6.10 
или 6.14; таким образом, открытая окрестность Иz принадлежит (mod О) 
одной эргодической компоненте. Благодаря компактности кривую С можно 
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Рис. 6.5. Доказательство предложения 6.19 

покрыть конечным числом таких открьпых (и перекрывающихся) окрест­

ностей; см. рис. 6.5. Нужный результат следует из изложенного выше 
утверждения. 8 

Теорема 6.20. Отображение столкновений :F: М --+ М эргодиче-

ское. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Из предыдушего предложения следует, что каж­

дая эргодическая компонента :F - это объединение нескольких Mi· Каж­
дая компонента Mi состоит из всех столкновений на одном рассеивателе. 
Очевидно, что из любого рассеивателя биллиардные траектории приходят 

к близлежашим рассеивателям (и множество таких траекторий имеет по­

ложительную меру), далее - к соседям этих рассеивателей и т. д. Таким 

образом, если биллиардный стол V связный, полное пространство столкно­
вений М принадлежит одной эргодической компоненте. 8 

6. 7. Свойства перемешивания 

Свойства перемешивания для отображения столкновений :F: М --+ М 
выводятся относительно легко на основе общих результатов работ Песи­
на [Pes77a, Pes92], которые будут описаны ниже. 

Пусть F: М --+ М - гиперболическое отображение, сохраняющее ве­

роятностную меру µ. 

Определение 6.21. Будем говорить, что F удовлетворяет разложению 
на эргодические компоненты (или спектральному разложению), если суще­

ствует конечное или счетное разбиение 

такое, что 
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(а) каждое Mi является F-инвариантным, µ(М0 ) = О и µ(Mi) > О 
для i;:::: 1; 
(Ь) сужение F: Mi ~ Mi эргодическое для каждого i;:::: 1. 
Кроме того, для каждого i ;:::: 1 существует конечное разбиение 

Mi = Mi U ... U Mik; 

такое, что 

(с) F(Mf) = м/+1 и F(Mik') = Mi1 (циклическая перестановка); 
(d) отображение pk,: Mf ~ Mf является перемешивающим, К-перемеши­
вающим и имеет свойство Бернулли. 

Песин [Pes92] установил эргодическое разложение для общих классов 
гиперболических отображений и их инвариантных мер, которые включают 

все рассеивающие биллиарды категорий А и В. 

Эргодичность для отображения столкновений уже бьша доказана; сле­

довательно, его эргодическое разложение имеет одну эргодическую компо­

ненту М1 . Далее покажем, что k1 = 1 в пункте (с); то есть цикл тривиален. 
Действительно, если k1 ;:::: 2, то отображение Fk 1 не будет эргодиче­

ским (его эргодические компоненты будут подмножествами М[, ... , М~1 
). 

Но это невозможно благодаря следующей теореме. 

Теорема 6.22. Отображение Р : М ~ М является эргодическим 
для любого п ;:::: 2. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Отображение :;::п удовлетворяет предположени­

ям (Hl)-(H6) § 6.3; следовательно, здесь можно использовать метод Хопфа. 
Отображение F и отображения Fn имеют одни и те же устойчивые 
и неустойчивые многообразия и одни и те же множества особенно­

стей S~ U 8~00 • Тогда фундаментальная теорема верна для Р. Все эти 
факты можно проверить непосредственно; оставим эту проверку читателю. 

Таким образом, локальные эргодические теоремы 6.10 и 6.14, лем­
ма 6.18 и предложение 6.19 переносятся на отображение Fn без изменений. 
Следовательно, каждая связная компонента Mi СМ (построенная на кри­
вой Гi с Г) принадлежит (mod О) одной эргодической компоненте :;::п 
для каждого п;:::: 2. Остается проверить следующее. 

Лемма 6.23. Пусть граница Г = дD биллиардного стола состоит 
из r гладких компонент, Г = Г 1 U ... U Г r (это замкнутые кривые для сто­

лов категорий А и В). Тогда невозможно поделить множество {1, ... , r} 
на группы G 1 , ... , G k, k ~ 2, так что биллиардные траектории, начинаю­
щиеся на кривой Гi, i Е Gp, 1 :(: р :(: k, обязательно достигнут кривую Гi, 
j Е Gp+l (с учетом отождествления Gk+l = G 1 ). 
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Рис. 6.6. Доказательство леммы 6.23 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Рассмотрим произвольную биллиардную траекто­

рию, выходящую из некоторой точки А Е Гi и приходящую в некоторую 

дРугую точку В Е Гj; см. рис. 6.6. Изменяя ход времени на обратный, по­
лучим траекторию, идущую из В в А. Это показывает, что если Гi Е Gp, 
ТО Гj Е Gp+l и ri Е Gp+2; следовательно, Gp = Gp+2. что возможно, толь­
ко если k = 1 или k = 2. Предположим, k = 2. Без потери общности будем 
полагать, что ri Е G1 и rj Е G2. Рассмотрим равнобедРенный треугольник 
с основанием АВ, и пусть его высота увеличивается; см. рис. 6.6. Первый 
момент, когда этот треугольник касается другой кривой Г m с Г, определяет 

биллиардные траектории, выходящие из Гi в Г т; следовательно, Г m Е G2, 
причем некоторые другие биллиардные траектории идут из Г m в Г 1" следо­

вательно, Гj Е G1 • Отсюда следует, что G1 = G2 , таким образом, k = 1. • 
Это доказывает теорему 6.22. • 

Следствие 6.24. Для рассеивающих 6W1Лиардов категорий А и В отоб­
ражение F: М --; М является перемешивающим, К-перемешивающим 
и имеет свойство Бернулли. 

ЗАМЕЧАНИЕ 6.25. Эргодичность бьша также установлена для рассеивающих 
биллиардов категорий С, D, F и Е; см. [Re95]. 

ЗАМЕЧАНИЕ 6.26. Свойство Бернулли выполняется для К-смешанных гипер­
болических отображений (и потоков) при очень общих условиях [СН96, OW98]. 
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6.8. Эргодичность и инвариантные многообразия 
для биллиардных потоков 

Обсудим эргодические свойства биллиардного потока Фt : П __, П, ко­
торый сохраняет меру µп,; см. обозначения в § 2.12. Более тщательное ис­
следование эргодических свойств более общих mперболических потоков 

читатель может найти в [КВ94]. 

Напомним, что Фt - это специальный поток, преобразование на базе 
которого есть :F: М __, М, а функция потолка - т(х); см. § 2.9. 

УПРАЖНЕНИЕ 6.27. Показать, что специальный поток будет эргодиче­
ским тогда и только тогда, когда его преобразование на базе будет эргоди­

ческим. Указание: если поток Фt не является эргодическим, то существует 
Фt-инвариантное подмножество В с Пс мерой О < µп,(В) < 1. В этом 
случае множество А: = В n М было бы инвариантным под действием 
отображения :F, и, используя (2.30), можно проверить, что О <µ(А) < 1. 

Поскольку эргодичность для :F установлена, то справедлив следующий 
результат. 

Предложение 6.28. Для 6WU1иардов категорий А и В поток Фt : П __, П 
будет эргодическим. 

Было бы удобно вывести свойства перемешивания для специального 

потока из свойств преобразования на базе, но это невозможно. Каким бы 

ни было преобразование на базе, не гарантируется, что поток будет пере­

мешивающим. 

УПРАЖНЕНИЕ 6.29. Показать, что если функция потолка специаль­

ного потока постоянная, то поток не может быть перемешивающим. Рас­

ширить это заключение на специальные потоки, функция потолка которых 

принимает два значения р и q такие, что p/q рациональное. 

Чтобы вывести свойства перемешивания для потока, необходимо по­

строить и использовать его устойчивые и неустойчивые многообразия. 

Биллиардный поток Фt является гиперболическим; то есть почти каж­
дая точка ХЕ П (по мере µп,) имеет один положительный и один отрица­

тельный показатель Ляпунова (третий показатель обязательно равен нулю). 

Это следует из mперболичности отображения :F, доказанного в § 4.4, и об­
щих результатов§ 3.3. Соответствующие характеристические подпростран­
ства Е''Х и Ех будут одномерными, и мы имеем Е''Х, Ех с Т f n (то есть 
они «ортогональны» вектору скорости); см. § 4.7. 
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Покажем, что почти для каждой ТОЧКИ х Е n (по мере Ni) существует 
одномерное локальное устойчивое многообразие W 8 (X) с n и одномер­
ное локальное неустойчивое многообразие wи(х) с n, оба проходящие 
через Х, которые удовлетворяют соотношениям1 

при t--+ оо. Многообразия wи(Х) и W 8 (X) являются касательными к под­
пространствам Ех и Е'Х соответственно. 

Предложение 6.30. Почти для каждой (по мере µп) точки Х Е !1 
существует устойчивое многообразие W 8 (X) и неустойчивое многооб­
разие wи(х). Устойчивое многообразие W 8 (X) - это фокусирующийся 
фронт волны, а неустойчивое многообразие wи(х) - это рассеивающий­
ся фронт волны. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть х = (q, v) Е n - фазовая точка такая, 
ЧТО q Е int 'D и v Е 8 1

; см. обозначения § 2.5. Обозначим через х = 
= р-(х) ЕМ естественную проекцию Х, определенную в §3.3, а через 
wи ( х) С М - (локальное) неустойчивое многообразие для отображения :F 
(одно существует почти для каждой (по мереµ) точки х). Выходящие траек­

тории точек у Е wи ( х) образуют однопараметрическое семейство направ­
ленных линий в области 'D (см. рис. 6.7); одна из этих линий проходит через 
точку q и содержит вектор v. Пусть а - ортогональное сечение этого семей­

ства (ер. § 3.7), проходящее через точку q. Обозначим через wи(Х) с !1 
кривую а, оснащенную единичными нормальными векторами, направлен­

ными вдоль рассматриваемых направленных линий. Тогда wи(Х) - это 

рассеивающийся фронт волны; см. §§ 4.3, 4.5. 

х 
v 

Рис. 6.7. Доказательство предложения 6.30 

1 Здесь IФt(W)I обозначает общую длину одномерного многообразия Фt(W). Так 
как Фt(W8 ) может состоять из нескольких несвязных компонент, нельзя утверждать, что его 
диаметр сходится к нулю. 
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Так как _r-nwи(x) - это неустойчивая кривая для каждого n ~ 1, 
отсюда следует, что ф-twи(Х) - это рассеивающийся фронт волны 
при всех t >О. Кроме того, длина _r-nwи(x) сходится к нулю при n---+ оо; 
следовательно, и длина ф-twи(Х) сходится при t ---+ оо. Таким образом, 
неустойчивое многообразие построено. 

Устойчивое многообразие W 8 (X) строится аналогично, если рассмот-
реть обратный ход времени. • 

УПРАЖНЕНИЕ 6.31. Показать, что для рассеивающих биллиардов ка­

тегории А IФ-t(wи(X))I сходится к нулю экспоненциально быстро по t. 
Указание: используйте экспоненциальную сходимость 1.r-n(wи(x)) 1 ---+О 
и оценки О< Tmin ~ т(х) ~ Tmax < оо. 

В биллиардах категории В не существует верхней оценки на т ( х), так 
что сходимость IФ-t(wи(X)) 1---+ О может быть произвольно медленной. 

Для малого ~ > О множества 

являются двумерными поверхностями в n. Они называются (локальными) 
слабо неустойчивыми и слабо устойчивыми многообразиями соответствен­

но. Они пересекаются в части траектории Х 

см. рис. 6.8. Заметим, что р--проекции W,i"(X) и w;(X) на М будут 
многообразиями wи(х) и W 8 (x) соответственно, где х = р-(х). 

6.9. Свойства перемешивания потока и 4-петли 

Воспользуемся устойчивыми и неустойчивыми многообразиями бил­

лиардного потока фt : n ---+ n для исследования его свойств перемеши­
вания. 

Начнем с поучительного (контр-) примера. Пусть F: М ---+ М -
гиперболическое отображение на двумерное многообразие М, сохраня­

ющее меру µ, такое, что почти для всех (по мере µ) точек х ЕМ су­
ществует неустойчивое многообразие wи(х) и устойчивое многообра­
зие W 8 (x). Рассмотрим специальный поток Фt, построенный над отобра­
жением Т: М---+ М при постоянной функции потолка L(x) = L 0 > О. 
Заметим, что он действует на ЗD-многообразие Q = М х [О, Lo] и, как 
следует из упражнения 6.29, он не является перемешивающим. 
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Рис. 6.8. Слабо устойчивые и неустойчивые многообразия 
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УПРАЖНЕНИЕ 6.32. Показать, ЧТО если wи(х) и W 8 (x) существуют, 
то для любой точки Х = ( х, t) Е П неустойчивое многообразие потока 
имеет вид wи(х) = wи(х) х {t}, а его устойчивое многообразие имеет 
вид W 8 (X) = W 8 (x) х {t}. 

Следовательно, как многообразие wи(Х), так и W 8 (X) принадлежат 
тому же самому «горизонтальному сечению» М х { t} с П. Кроме того, 
любая цепочка Хопфа2 , начинающаяся в Х, будет лежать в том же «гори­
зонтальном сечению>. Заметим, что любое такое сечение М х { t} - это дву­
мерная поверхность в П. В этом случае семейства устойчивых и неустой­

чивых многообразий называются (локально) интегрируемыми. Точнее, ло­

кальная интегрируемость в Х означает, что все достаточно короткие цепоч­

ки Хопфа, начинающиеся в Х, лежат в одной гиперповерхности П. 

2Как и в § 6.2, цепочкой Хопфа называется любая конечная последовательность чередую­
щихся устойчивых и неустойчивых многообразий W1, ... , Wn таких, что W; n W;+1 i= !О 
для всех i = 1, ... , п - 1. 
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Предположим, что фt - специальный поток над гиперболическим 
отображением на базе Т: М ~ М с произвольной (не обязательно по­

стоянной) функцией потолка т(х). Предположим для удобства, что функ­
ция т( х) непрерывна. Локальная интегрируемость семейства неустойчивых 
и устойчивых многообразий Фt может быть доказана следующим образом. 

Пусть х1, хз Е М - две близко лежащие точки такие, что 

см. рис. 6.9. Пусть Х1 = (х 1 , t) и Хз = (х3 , t). Тогда слабо устойчивые 
и неустойчивые многообразия в точках Х1 и Хз пересекают друг друга 

в частях траекторий точек х1, х2, хз, х4; см. рис. 6.9. Пусть У1 = Х1: 

У2 = wи(У1) n w:(Хз), 
Yt = wи(Уз) n w:(X1), 

Уз= W8 (Y2) n W;'(Хз), 
У5 = W 8 (Y4) n W;'(X1); 

см. рис. 6.9 (Здесь r:: должно быть достаточно большим по сравнению с рас­
стоянием между Х1 и Х3 . Кроме того, исходя из непрерывности т(х) мож­
но предположить, что все построение остается справедливым под действи­

ем функции потолка.) 
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Рис. 6.9. Открьпая 4-петля 
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Заметим, что все точки У1 , У2 , Уз, У4, У5 принадлежат одной цепочке 

Хопфа, которая начинается в У1 и заканчивается в У5 . Кроме того, ее кон­

цевые точки У1 и У5 лежат на той же самой траектории потока. Данная 
цепочка Хопфа образует «петлю> вокруг линии потока Фt(Х1 ). 

Будем называть 4-петлей цепочку Хопфа из четырех (достаточно ко­

ротких) чередующихся устойчивых и неустойчивых многообразий, кото­

рые начинаются и заканчиваются на той же траектории потока. Говорят, 

что 4-петля открыта, если ее концевые точки не совпадают, и замкну­

той - в иных случаях (в последнем случае 4-петля - это замкнутая кри­

вая в Щ. 
Очевидно, что семейства устойчивых и неустойчивых многообразий 

гиперболического потока Фt локально интегрируемы в Х, если каждая 
4-петля в окрестности Х замкнута. 

С другой стороны, если каждая 4-петля открытая и поток Фt эргоди­
ческий, то она автоматически является перемешивающей, К-перемешива­

ющей и имеет свойство Бернулли (в действительности достаточно предпо­

ложить, что 4-петля является открытой для пар точек х1 , х3 Е М, удовле­
творяющих (6.1), чтобы образующееся множество имело положительную 
меру). Это достаточно стандартный факт в гладкой эргодической теории; 

он доказан, например, в [КМ81, теоремы 4 и 5]. Для полноты изложения 
сделаем набросок доказательства в следующем параграфе. 

6.10. Доказательство К-перемешивания 
с использованием 4-петель 

Предположим, что каждая 4-петля открыта, и докажем К-перемеши­

вание биллиардного потока. Открытость 4-петель будет доказана в следую­

щем параграфе. Наше доказательство в большой степени опирается на по­
нятие измеримых разбиений, уже упомянутых в § 5.1, и полностью пред­
ставлено в приложении А. 

Пусть ~и обозначает разбиение П на гладкие компоненты неустойчи­
вых многообразий. 

УПРАЖНЕНИЕ 6.33. Проверим, что ~и - это измеримое разбиение. 

Для этого требуется построить счетный генератор; см. приложение А. Ис­

пользуйте генератор, построенный в § 5.1, для разбиения-«тезки» ~и про­
странства столкновений М и «поднятия» его до П. 

Свойства разбиения ~и пространства столкновений М, обсуждаемые 

в§ 5.1, легко распространяются на разбиение ~и множества П. 
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Во-первых, разбиение ~f = { Фt (С) : С Е ~и} измеримо для каждо­
го t Е ~.Кроме того, семейство разбиений {~f }, t Е ~'убывающее; то есть 
~~ );:о ~'t, для любого t 1 < t 2 . Очевидно, V~-oo~i" =с:, что означает разби­
ение П на отдельные точки. 

Пусть С - разбиение П на гладкие компоненты устойчивых многооб­

разий. Оно имеет аналогичные свойства, в частности, ~f1 ~ а2 для любо­
го t 1 < t 2 и V~-oo~f = с:. Из общей эргодической теории (см. приложе­
ние С) следует, что разбиения 

более мелкие, чем разбиение Пинскера 7Г = 1Г({Фt}) потока Фt, то есть 
1Ги );:о 7Г и 7Г8 );:о 7Г. Следовательно, 1Ги /\ 1Г8 );:о 7Г. 

В действительности можно доказать, что 1Ги = 1Г8 = 7Г (см. [КМ81, 

теорема 4]), но в нашем случае такой необходимости нет. 
Пусть 'Г/t = ~f /\ Ct для каждого t Е ~и 'Г/оо = /\~_00 'ГJt· 

УПРАЖНЕНИЕ 6.34. Показать, что 'Г/оо = 1Ги /\ 1Г8 ; следователь­

но, 'Г/оо );:о 7Г. Кроме того, проверить, что разбиение 'Г/оо инвариантно под 
действием потока Фt. Это означает, что соответствующая полная под-О"-ал­
гебра l5(ry00 ) будет Фt-инвариантной для каждого t Е ~.Указание: заметим, 
что А Е 15 ( 'Г/оо) тогда и только тогда, когда А Е Q5 ( ~i") и А Е 15 ( ~%) для каж­
дого t Е ~. 

Из эргодической теории известно, что поток является К-перемеши­

вающим тогда и только тогда, когда его разбиение Пинскера 7Г тривиально, 

то есть 7Г = v (что обозначает разбиение, элементы которого имеют ме­
ру О или 1 ); см. приложение С. Таким образом, достаточно проверить, что 
разбиение 'Г/оо тривиально. 

Здесь достаточно интенсивно использовались понятия и обозначения 

из приложения А, особенно связанные с измеримыми разбиениями. Пусть 

D С П - множество полной меры и ~'Ь и ~'Ь обозначают сужения разбие­

ний ~и и С на D. Из заключения в приложении А следует, что множество D 
можно выбрать таким, что ~D Л ~'Ь );:о ~D /\ ~'Ь; см. определение ~D Л ~'Ь 
в приложении А. Зафиксируем такое множество D. 

Для любой точки х Е М рассмотрим ее отрезок траектории Lx = 
= {Фtх: О< t < т(х)}. Очевидно, разбиение П на отрезки {L,x: х ЕМ} 
измеримо, а угловые меры на Lx равномерны. Пусть Е1 = { х Е М : 
m(Lx \D) =О}, где m обозначает меру Лебега на Lx· Очевидно, µ(Е1) = 1. 

Назовем точку х 1 Е Е1 богатой, если для любого с5 > О существует 
другая точка х3 Е Е1 такая, что О < dist(x1, хз) < с5 и (6.1) выполняется 
для х2 , х4 Е Е1 . Обозначим через Е2 С Е1 множество богатых точек. 
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УПРАЖНЕНИЕ 6.35. Проверить, что µ(Е2) = 1. В действительности 
это соотношение можно вывести из общих предположений (Hl)-(H6). 

Пусть х 1 Е Е2 . Зафиксируем последовательность точек x~i) Е Е1 , i ~ 1, 

такую, что О< dist(x1 , x~i)) < l/i и (6.1) выполняется для x~i), xii) Е Е1. 
Пусть хз = x~i) Е Е1 - одна из указанных точек и О < t < т(х1). 

Рассмотрим 4-петлю, начинающуюся в У1 = (х1, t) и заканчивающуюся 
в У5 , как показано на рис. 6.9. Наше главное предположение состоит в том, 
что все 4-петли открыты, то есть У5 =/= У1 ; следовательно, У5 = Ф"; (У1 ) 
для некоторого малого (]"i =/=О. 

УПРАЖНЕНИЕ 6.36. Показать, что (J"i не зависит от выбора t и что 
(]"i ---> О при i ---> оо. 

Заметим, что преобразование У1 г--+ У5 = Ф"i (У1 ) - это сдвиг вдоль от­
резка линии .Сх 1 ; следовательно, преобразование сохраняет меру Лебега m 
на ней. Аналогично, преобразование Lx; ---> .Схн~ • определяемое с помо­
щью Yj г--+ YJ+1 (при этом, безусловно, отождествляются точки х5 = х1), 
является афинным; следовательно, оно сохраняет меры Лебега на этих от­

резках. (Эти преобразования аналогичны голономному отображению.) 

Напомним, что для каждого i и каждого j = 2, 3, 4 имеет место соот­
ношение m(.Cx(i) \ D) =О; следовательно, почти для каждой (по мере m) 

J 

точки У1 Е .Сх1 все пять точек У1, У2, Уз, 14, У5 принадлежат D. 
Пусть А Е '8(1700 ) - произвольный элемент полной под-(]"-алгебры, по­

рожденной разбиением 1700· Так как 1700 ~~и/\ е ~ ~D А ~ь. множество А 
является (~'D J.. ~Ь)-множеством (mod О); то есть существует множе­
ство А' =А (mod О), которое является объединением нескольких элемен­
тов разбиения ~'D J.. ~Ь. В частности, если У1 Е А' и У1, У2, Уз, У4, У5 Е D 
(как выше), то все эти точки также лежат в А'. Таким образом, мно­
жество А' n .Сх 1 инвариантно (mod О) относительно отображения Ф"; 
для каждого i ~ 1 в следующем смысле: 

(то есть симметричная разность этих двух множеств имеет m-меру нуль). 

Поскольку (]"i ---> О при i ---> оо, то, как следует из общего утвер­

ждения в параграфе о точках плотности Лебега в приложении А, или 

m(A' n .Cxi) =О, или m(.Cx1 \А') = О. Таким образом, каждое множе­
ство А Е '8(1700 ) является (mod О) объединением нескольких отрезков .Сх, 
х ЕМ. Обозначим через Вл множество точек х ЕМ, для которых отре­
зок .Сх лежит (mod О) в А (Вл рассматривается как «база» А). 
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Предположим, что разбиение 'Г/оо нетривиально. Тогда существует 

множество А Е (!)(ry00 ) такое, что О < µп(А) < 1 (следователь­
но, О< µ(Вл) < 1). Так как О"-алгебра (!)(7700 ) является Фt-инвариантной 
для каждого t Е ~(упражнение 6.34), отсюда следует, что Фt(А) Е (!)(7700 ); 

следовательно, Фt(А) - это также (mod О) объединение нескольких отрез­
ков .Сх, х Е М. 

УПРАЖНЕНИЕ 6.37. Показать, что множество А должно быть Фt-ин­
вариантным (mod О), то есть А= Фt(А) (mod О) для каждого t > О. Ука­
зание: достаточно доказать, что Вл является F-инвариантным (mod О). 
Если это не так, то µ(Вл \ F(Вл)) >О. Показать, что если величина t >О 
достаточно мала, то множество А n Фt(А) содержит только части отрез­
ков J:,x для х Е Вл \ F(Вл), что невозможно, так как А n Фt(А) Е (!)(7700 ). 

Из эргодичности потока Фt следует, что µ11 (А) = 1; следовательно, 
О"-алгебра (!)(ry00 ) тривиальна. Таким образом, разбиение Пинскера 7r также 
тривиально и поток Фt будет К-перемешивающим. 

6.11. Свойства перемешивания для потоков 
рассеивающих биллиардов 

В данном параграфе проверим, что все 4-петли являются открытыми. 

При доказательстве используется тот факт, что неустойчивые и устойчивые 

многообразия являются фронтами волны, кривизны которых имеют проти­

воположные знаки. 

Следуя обозначениям §§ 3.11 и 4.7, обозначим через ви(Х) > О 
и В8 (Х) < о кривизны фронтов волны wи(х) и W 8 (X) соответственно 
в точке Х. Из результатов§§ 4.3, 4.7 несложно установить, что 

О < Bmin ~ Ви(Х) < 1/Г (Х) 

и, аналогично, 

-1/t+(x) < В8 (Х) ~ -Bmin <О. 

Кроме того, функция В8 (Х) непрерывна на множестве точек, будущие по­
лутраектории которых избегают скользящих столкновений. Аналогично, 

функция ви(Х) непрерывна на множестве точек, прошлые полутраектории 
которых избегают скользящих столкновений. 

Пусть Х1 Е r2 - точка, полная траектория которой избегает скользя­

щих столкновений для всех моментов времени. Тогда в окрестности Х 1 
функции ви и вs приближенно постоянны. Следовательно, устойчивые 
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Рис. 6.10. Открытая 4-петля на биллиардном столе. Неустойчивые многообразия 
показаны черным, устойчивые многообразия - серым 

и неустойчивые многообразия являются фронтами волны, кривые которых 

на биллиардном столе приближенно являются окружностями. 

Изобразим 4-петлю, показанную на рис. 6.9 как последовательность 
четырех фронтов волны на биллиардном столе; см. рис. 6.10. Очевидно, 
что Ys 1- У1. 

Следствие 6.38. Для рассеивающих бwтиардов категорий А и В по­
ток Фt: П -+ П является перемешивающим, К-перемешивающим и имеет 
свойство Берну!Ulи. 

УПРАЖНЕНИЕ 6.39. Показать, что если длины фронтов волны на 

рис. 6.10 приближенно равны,._., li, то 10'1 = dist(Y1 , У5) ,._., 52 . Напомним, 
что О' определяется У5 = Фа(У1 ). Указание: аппроксимировать фронты вол­
ны окружностями. 

Интересно, что сушествует точная формула для О' для любой 4-петли 

в рассеивающем биллиарде. 

Лемма 6.40. Пусть У1 , •. "У5 -концевые точки 4-петли и У5=Фа(У1 ). 
Обозначим через К проекцию 4-петли на базу М (заметим, что К - это 

область, ограниченная двумя устойчивыми и двумя неустойчивыми много­

образиями отображения F). Тогда 10'1 = µ(К). 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Наше доказательство повторяет доказательст­

во [КМ81, лемма 5.1]. 
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УПРАЖНЕНИЕ 6 .41. Пусть D С М - произвольная область с кусочно­

гладкой границей. Используя теорему Грина, показать, что 

µ(D) = - J sin <р dr, 

дD 

где граница дD обходится против часовой стрелки в координатной плоско­

сти r<p. 

Для заданной 4-петли, проекция которой на Месть К, обозначим че­

рез s(y) функцию на границе дК, которая представляет (временную) вы­
соту нашей 4-петли над базой М. То есть для любого у Е дК полага­
ем s(y) равной единственному моменту времени s Е (О, т(у)) такому, что 
точка Ф8 (у) лежит на 4-петле. 

Заметим, что функция s(y) гладкая на каждом устойчивом и неустой­
чивом многообразии, ограничивающем К; она непрерывна в точках х2, хз 

и х4 и имеет скачок в точке х1 , равный IJ. Следовательно, 

1J = ± j ds(y), 

дК 

где знак зависит от направления обхода дК. 
Для завершения доказательства леммы 6.40 остается заметить, что 

ds(y) = ± sin <р dr, где знак зависит от направления движения вдоль дК 
(см. рис. 6.11). • 

.............. ds 

~~< 
Рис. 6.11. Доказательство соотношения ds = sin<p dr 
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Статистические свойства 

7.1. Введение 

В эргодической теории, которая изучает преобразования, сохраняющие 

меру, существует иерархия свойств, которые характеризуют по большей ча­
сти сильные степени хаоса 1: эргодичность, слабое перемешивание, сильное 
перемешивание, множественное перемешивание, К-перемешивание и свой­

ство Бернулли. Из каждого свойства этого списка вытекают все предыду­

щие (более слабые) свойства. Наибольшая степень хаоса (свойство Бер­

нулли) влечет все остальные. Все автоморфизмы Бернулли с одинако­

вой энтропией изоморфны. Таким образом, свойство Бернулли являет­

ся наибольшей возможной степенью хаоса в терминах чистой эргодиче­

ской теории. 

Однако при работе с гладкими отображениями (с особенностями 

или без) важными становятся другие вопросы, возникающие в физических 
приложениях. Для заданного гладкого отображения F: М ____, М, сохраня­
ющего меру µ, и гладкой функции f: М ____, ~ («наблюдаемой величины») 
можно изучить скорость убывания корреляций, центральную предельную 

теорему и другие предельные теоремы; см. определения ниже. Все это в це­

лом известно как статистические свойства; см. определения в следующем 

параграфе. 

В то время как перечисленные выше эргодические свойства характе­

ризуют хаос в теоретико-множественных терминах, статистические свой­

ства «говорят» на языке теории вероятности: они утверждают близкую 

схожесть между заданной динамической системой (М, F, µ, f) и последо­
вательностями независимых одинаково распределенных (н.о.р.) случайных 

переменных. 

Возникает вопрос о том, как сравнить эргодические и статистические 

свойства. Строго говоря, первые из них не сильнее и не слабее стати­

стических свойств; просто они характеризуют хаос в других терминах. 

1 Для краткости, ограничим обсуждение обратимыми преобразованиями (автоморфизмами). 
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Например, существуют гладкие отображения Бернулли, для которых ста­

тистические свойства очень плохи для типичных гладких наблюдаемых 

величин (корреляции убывают медленно, центральная предельная теорема 

не выполняется и т. д.). С другой стороны, существуют системы с чисто 

эргодическими характеристиками (даже не перемешивающие), для кото­

рых центральная предельная теорема удивительным образом выполняется 

для некоторых наблюдаемых величин (это происходит для иррациональных 

окружностей вращения [BD87] и циклов [Ch95, предложение 3.6]). 
Однако для типичных моделей сильные статистические свойства тре­

буют хотя бы свойства перемешивания, и едва ли их можно представить 

без К-перемешивания и свойства Бернулли. При изучении биллиардов эр­
годические свойства (включая свойство Бернулли) определенно составляют 

более базовый уровень наших знаний, чем, скажем, оценки для корреляции 

и предельные теоремы. Именно поэтому эргодические свойства биллиар­

дов бьmи представлены раньше. Теперь же вернемся к их статистическим 

свойствам. 

7.2. Определения 

Пусть F: М --+ М - обратимое отображение, сохраняющее вероят­

ностную меру µ, а f: М --+ JR - измеримая функция (в физике f обычно 
называется наблюдаемой). 

Лемма 7.1. Последовательность 

Хп = J oFn, п Е Z, (7.1) 

называется стационарным стохастическим процессом, причем (М, µ) яв­
ляется основным вероятностным пространством. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Стационарность последовательности {Хп} озна­
чает, что ее конечномерные распределения инвариантны относитель­

но сдвига; см. приложение В. Точнее говоря, для любых несовпадаю­

щих k1 , •.. , km Е Z совместное распределение Xk+k 1 , ••• , Xk+k,,, не зави­
сит от k Е Z; то есть для любого борелева множества В с JRm вероятность 

не зависит от k. Этот факт следует из инвариантности меры µ. Оставим эту 
проверку читателю в качестве упражнения. • 
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Таким образом, для заданной функции f: М -+ JR ее значения f о рп 
для всех моментов времени n Е Z образуют последовательность ( одинако­
во распределенных) случайных переменных. Эту последовательность мож­

но рассматривать как стационарный стохастический процесс (с дискретным 

временем) и привлечь средства теории вероятности для описания его пове­

дения. 

Например, пусть f = 1А - индикатор множества А С М (то есть 
f(x) = 1 для х Е А и О для х ~ А); тогда Xn = lp-nA - это индикатор 
прообраза p-n(A). 

Будем говорить, что Xn и Xm, определенные по формуле (7.1), неза­
висимы, если для любых борелевых множеств Е, G С JR 

µ(Хп ЕЕ, Xm Е G) = µ(Хп ЕЕ) µ(Xm Е G). 

Для индикатора f = 1А это условие сводится к условию независимости 
множеств p-n(A) и p-m(A). 

Особенный интерес для нас представляют частичные суммы 

Sn = J + J О F + J О F 2 + ... + J о pn-l. (7.2) 

Говорят, что последовательность (7.1) удовлетворяет усиленному закону 
больших чисел (УЗБЧ), если 

~n -+ (!) : = J f dµ (7.3) 
м 

почти везде (ер. с приложением В). Легко понять, что выполнение УЗБЧ га­

рантируется эргодической теоремой Биркгофа для всех эргодических отоб­
ражений и интегрируемых наблюдаемых величин. 

Дополнительными вероятностными законами, которые характеризуют 

стохастические процессы, будут центральная предельная теорема (ЦПТ), 

принцип инвариантности (см. § 7.9) и т. д. Эти законы выведены в клас­
сической теории вероятности для независимых одинаково распределенных 

случайных переменных и затем расширены на различные классы слабо за­

висимых стационарных процессов; см. обзор [DPS86]. 
Тем не менее необходимо осознавать, что случайные переменные 

Xn = f о pn, появляющиеся из динамической системы F : М -+ М, не яв­

ляются независимыми (за исключением тривиальных примеров). Таким 

образом, чтобы вывести аналоги ЦПТ, принципа инвариантности и т. д., 
для динамически генерируемых случайных процессов необходимо исполь­

зовать самые современные средства теории вероятности. 
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Зависимость между случайными переменными Хп и Xm характеризу­
ется их ковариацией 

где О обозначает математическое ожидание; ер. с (7.3). Для стационарных 
процессов (Хп) = (Xm) и Cov(Xn, Xm) зависят только от ln - ml. Введем 
величину 

C1(n) = Cov(f, f о Fn) = (J ·(!о Fn)) - (!) 2 • (7.4) 

УПРАЖНЕНИЕ 7.2. Показать, что С1(-п) = C1(n) и C1(n - m) = 
= Cov(Xn, Xm)· 

При изучении динамических систем, согласно традиции, принятой 

в физической литературе, величина (7.4) называется корреляцией, а не ко­
вариацией. В действительности чаще всего исследуются более общие кор­

реляционные функции, а именно 

(7.5) 

где f, g: М --> JR - две наблюдаемые величины. Чтобы отличать функ­

цию C1(n) от с1, 9 (п), первую функцию назвали автокорреляционной. 
Если бы переменные Хп и Xm были независимы при п # т, 

то (ХпХm) = (Хп) (Xm); следовательно, C1(n - m) = О. Но, как уже 
было сказано, едва ли можно ожидать независимость в детерминирован­

ной системе; текущее состояние х Е М полностью определяет состоя­

ние Хп = pn ( х) в любой момент времени п Е Z. Это лишает надежды 
на какую-либо независимость (или даже малейшую неопределенность в бу­

дущем!). 

Однако предположим, что состояние системы известно только прибли­

женно. В этом случае картина меняется. Скажем, известно, что х Е А, и нам 

хотелось бы узнать, будет ли Хп = pn ( х) Е В, где А, В С М - некоторые 
подмножества (возможно, очень малые). Тогда, предполагая, что F пере­
мешивающее, вероятность того, что Хп Е В для заданного х Е А, будет 

равна 

µ(Fп(х) Е В/х Е А)= µ(BnFпA)/µ(A)--> µ(В) 

при п--> оо, так что события {х Е А} и {хп ЕВ} становятся асимптоти­
чески независимыми! 

Асимптотическая независимость х и Хп = pn ( х) в этом смысле экви­
валентна приближенному обращению в нуль корреляций (убывание корре­

ляций), что является известным утверждением в эргодической теории. 
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Р(А) 

Рис. 7.1. Асимптотическая независимость в перемешивающих отображениях 

Утверждение. Отображение F является перемешивающим тогда и только 
тогда, когда для любых двух наблюдаемых величин f,g Е L~(M) имеет 
место предел С1,9 (п)-+ О при п-+ оо (приложение С). 

Таким образом, сходимость С1,9 (п) -+О обеспечивается перемешива­
нием, но, чтобы доказать ЦПТ и другие предельные теоремы, необходима 

быстрая сходимость в смысле, определяемом ниже. И здесь нас ожида­

ет неприятный сюрприз: для типичных наблюдаемых величин f, g, сходи­
мость очень медленная, слишком медленная для выполнения какой-либо 
из предельных теорем. 

Точнее говоря, для любого апериодического преобразования, сохраня­

ющего меру, и любой последовательности Сп -+ О (медленно сходящейся) 
имеет место неравенство 1 С f ,9 ( п) 1 ~ /сп 1 для типичных интегрируемых 
(или даже для типично ограниченных) функций f и g. Даже для непрерыв­
ных отображений на компактных метрических пространствах сходимость 

произвольно медленная для характеристических непрерывных функций; 

ер. с обсуждением в [Ch95]. Чтобы гарантировать быструю сходимость, 
необходимо ограничить класс отображений и наблюдаемых величин глад­

кими или почти гладкими величинами. 

К счастью, это в точности тип отображений и наблюдаемых величин, 

которые встречаются в физических моделях, где фазовое пространство М 

чаще всего предполагается гладким (часто компактным) многообразием, 

а отображение F является гладким или кусочно-гладким. Наблюдаемые 

величины, представляющие интерес для физики, обычно являются глад­

кими (или кусочно-гладкими) функпиями на фазовом пространстве. Внут­

ри этого класса отображений и наблюдаемых величин скорость сходимо­

сти С1,9 (п)-+ О становится подходящей. 
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Чаще всего в приложениях встречаются следующие два типа сходи­

мости. 

Определение 7.3. Говорят, что корреляции убывают экспоненциально 

быстро, если 

(7.6) 

для некоторого а > О и всех п =/. О. Говорят, что корреляции убывают 

алгебраически (или полиномиально), если 

(7.7) 

для некоторого а> О и всех п =/.О. 

Экспоненциального убывания корреляций обычно достаточно для до­

казательства предельных теорем. Алгебраического убывания корреляций 

может бьпь достаточно, если значение а достаточно велико, но в этом слу­

чае доказательства становятся более сложными. Если а~ 1, то предельные 
теоремы, как правило, не выполняются. 

Для гладких равномерно гиперболических отображений (диффеомор­

физмов Аносова и аксиомы А) корреляции затухают экспоненциально 

для всех гладких (даже для всех непрерывных по Гельдеру) наблюдаемых 

величин [Bow75, Ru78]. Для неравномерно гиперболических отображений 
корреляции обычно убывают алгебраически [HuO 1]. 

Мы увидим, что для рассеивающих биллиардов категорий А и В 

(где гиперболичность равномерная) корреляции убывают экспоненциаль­

но, так же, как и для отображений Аносова и аксиомы А. Для рассеиваю­
щих биллиардов категории Е и для многих нерассеивающих хаотических 

биллиардов гиперболичность неравномерна и корреляции убывают поли­

номиально [Мас83, Mar04, CZ05]. 
Далее сформулируем центральную предельную теорему. 

Определение 7.4. Говорят, что последовательность (7.1) удовлетворя­
ет центральной предельной теореме (ЦПТ), если 

· { Вп - n(f) } 1 Jz - 2

82

2 
l1mµ r,;; ~z = м= е а ds 

п-->оо у n у 27ГО" 
(7.8) 

-со 

для всех -оо < z < оо. Здесь и = а-1 ;;::: О - это постоянная2 . Эквива­
лентно, ( Вп - n(f)) / у'п сходится по распределению к нормальному зако-
ну N(o, а-7). 

2В случае Uf =О правая часть (7.8) полагается равной О при z <О и 1 при z >О. 
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Дисперсия а} в ЦПТ связана с корреляциями (7.4) с помощью соотно-
шения оо оо 

a-J = L Ct(n) = Ct(O) + 2 L CJ(n). (7.9) 
n=-oo n=l 

Отсюда следует, что необходимым условием для центральной предель­

ной теоремы будет суммируемость корреляционной функции С f ( п). Это 
условие можно считать минимальным требованием для скорости сходимо­

сти CJ(n)--+ О. 

ЗАМЕЧАНИЕ 7.5. Интересно исследовать вырожденный случай а} = О. Он 
возникает тогда и только тогда, когда функция f гомологична постоянной, что озна­
чает, что f =К+ g - g о F для некоторой g Е L2 (M) и постоянной К. 

УПРАЖНЕНИЕ 7.6. Показать, что если f = К+ g - g о F для неко­
торой функции g Е L2 (M), то (!) = К и ЦПТ выполняется с a-J = О. 
(Обратное утверждение также верно, но его доказательство намного слож­

нее; см. § 7.8.) 

Некоторые другие предельные теоремы будут введены в § 7.9. Более 
серьезное обсуждение статистических свойств динамических систем чита­

тель может найти в [Ch95, СУОО, Den89]. 

7.3. Исторический обзор 

При изучении статистических свойств гладких гиперболических дина­

мических систем использовались различные подходы. 

Все началось в конце 1960-х годов, когда для нескольких классов 

гладких гиперболических отображений бьmи построены разбиения Мар­

кова. Сначала они бьmи построены Адлером и Вейсом для линейных ав­

томорфизмов тора [AW67], затем - Синаем для диффеоморфизмов Аносо­

ва [Sin68a, Sin68b] и Боуэном для диффеоморфизмов аксиомы А [Bow70]. 
Конечное разбиение Маркова может использоваться для кодирования тра­

ектории каждой точки с помощью бесконечной последовательности симво­

лов из конечного алфавита. Таким образом, динамику можно представить 

как символическую систему некоторого типа, названную «топологической 

марковской цепью» или «подсдвигом конечного типа». 

С другой стороны, бесконечную последовательность символов можно 

отождествить с конфигурацией одномерного решеточного газа - класси­

ческого объекта исследования в статистической механике. Таким образом, 

изучение гиперболических отображений стало тесно связанным с теорией 

решеточных газов - связь, которая оказала огромное влияние на обе дис­

циплины. 
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Как это часто случается, приблизительно в то же самое время (в конце 

1960-х годов) физики придумали состояния Гиббса для одномерных реше­

точных газов; это бьmо сделано Добрушиным [Dob68a, Dob68b, Dob68c], 
а также Лэндфордом и Рюэлем [LR69]. В начале 1970-х Синай [Sin72] 
и Рюэль [Ru76] применили теорию состояний Гиббса для построения ин­
вариантных мер Гиббса для диффеоморфизмов Аносова и аксиомы А. Та­

ким образом, был найден большой класс физически значимых инвариант­

ных мер. Теория состояний Гиббса в физике (которая известна под именем 

«термодинамический формализм») также содержала факты, которые «пере­

водились» в экспоненциальное убывание корреляций и центральную пре­

дельную теорему для мер Гиббса и непрерывных по Гельдеру наблюдаемых 
величин; см. [Bow75]. 

Ключевым элементом при изучении состояний Гиббса бьmа щель 

в спектре для оператора Перрона- Фробениуса, действующего на непре­

рывные по Гельдеру плотности. Оператор Перрона-Фробениуса очень 

эффективный инструмент, но его использование включает в себя очень 

абстрактные элементы функционального анализа, которые в известной 
степени скрывают динамическое содержание задачи. В любом случае 

этот подход преобладал в 1970-е годы. Для полного изложения соот­

ветствующих методов и результатов читатель может обратиться к обзо­

рам [Bow75, Ru78, РР90, ВаОО, Ch02]. 
В начале 1980-х была сделана попытка расширить термодинамический 

формализм на рассеивающие биллиарды. Началось с того, что Бунимович 

и Синай [BS80] описали разбиения Маркова для рассеивающих биллиардов 
категории А; более формальное построение разбиений Маркова для столов 
категорий А, В и С см. в [BSC90]. Однако оказалось, что такие разделе­
ния никогда не будут конечными (они всегда счетные). Этот факт сделал 

символьное представление неэффективным, а оператор Перрона- Фробе-
. ниуса - неудобным. 

Вместо этого Бунимович и Синай [BS81] аппроксимировали отображе­
ние столкновения :F: М --t М с помощью вероятностной марковской цепи 

со счетным числом состояний. Для этого случая они вывели статистические 

свойства отображения :F из быстрого перемешивания в приближенной це­
пи. Ключевой составляющей в их анализе стала проверка условия Деблина. 

В качестве альтернативы можно аппроксимировать отображение :F счет­
ным семейством конечных марковских цепей, и условие Деблина можно 

заменить лучшими условиями перемешивания, что ведет к более точным 

результатам; см. [BSC91]. 
В любом случае аппроксимация марковскими цепями позволила выве­

сти для центральной предельной теоремы и нескольких других предельных 
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теорем почти идеальные оценки на корреляционную функцию. В [BS81] 
бьшо доказано, что 

(7.10) 

для некоторых значений а > О и 'У Е (О, 1); ер. с (7.6). Такой режим 
убывания был назван экспоненциалыю вытянутым. Оценка (7.10) бьша 
улучшена в [BSC91], где было показано, что 'У ? 1/2, но эта оценка была 
по-прежнему слабее, чем (7.6). Более подробное представление этих идей 
читатель может найти в [BSC91, Ch95]. 

Необходимость в экспоненциальньiх оценках на корреляционные функ­
ции для рассеивающих биллиардов была очевидна, и в 1998 году Л.-С. Юнг 
получила одну из оценок! Ею был разработан [Уо98] (см. также (ВУОО]) 

новый подход к гиперболическим отображениям с особенностями, осно­

ванный на башенном построении (который в некотором смысле является 

более удобным вариантом разбиения Маркова). Кроме того, она придума­

ла, как можно использовать оператор Перрона-Фробениуса. Это позволило 

получить экспоненциальную границу для корреляций (7.6) для рассеиваю­
щих биллиардов категории А и непрерывных по Гельдеру наблюдаемых 

величин. Чернов расширил [Ch99] результаты Юнг на биллиарды катего­
рий В и С. 

Таким образом, Юнг восстановила степень оператора Перрона-Фро­

бениуса, но уже через год она отказалась от него в пользу еще более эф­

фективного средства. Она вывела вновь [Уо99] экспоненциальную оценку 

для корреляции (7.6) для гиперболических отображений с помощью мето­
да спаривания (заимствованного из теории вероятности), таким образом, 
игнорируя сразу и символьный формализм, и оператор Перрона - Фробе­
ниуса. Основная идея этого нового подхода заключается в том, что обра­

зы различных гладких мер на М становятся ближе друг к другу и, та­

ким образом, сходятся к общему пределу; степень «близости» и скорость 

сходимости определяются спариванием. Ее полное доказательство было, 
в сущности, динамическим, в отличие от ранних методик, основанных 

на операторах. 

Элегантность нового метода Юнг бьша недавно продемонстрирована 
Брессау (Bressaud) и Ливерани (Liverani) [BL02], которые применили его 
к отображениям Аносова и восстановили результаты Боуэна 1970-х годов. 

В дальнейшем Долгопят упростил метод спаривания, заменив гладкие ме­

ры на М одномерными мерами на неустойчивых кривых, которые сде­

лали доказательство еще более прозрачным. В данной главе предста­

вим самый последний вариант метода спаривания из [СDОб, приложе­

ние А] и [СhОбЬ]. 



246 ГЛАВА 7 

Как и в предыдущих главах, обсуждение ограничивается биллиардами 

категории А, однако, приложив дополнительные усилия, главные заклю­

чения можно расширить на категории В и С. В действительности многие 

из доказательств достаточно общие и могут быть применены к другим ги­
перболическим отображениям с особенностями. 

7.4. Стандартные пары и семейства 

Начнем с наблюдения, побудившего использовать одномерные меры 
на неустойчивых кривых (было предложено Долгопятом). 

Разделим пространство столкновений М на малые подобласти (ячей­

ки) Di с Ми представим гладкую меру µ0 на М как взвешенную сумму 
его сужений на эти ячейки. Теперь образ малой области D с М под дей­
ствием отображения ? получается сильно растянутым в неустойчивом на­

правлении, сильно сжат в устойчивом направлении и, возможно, разрезан 

особенностями на множество частей. Таким образом, ?(D) вскоре будет 
выглядеть как объединение одномерных кривых, каждая их которых напо­

минает неустойчивое многообразие отображения столкновений :F. С это­
го момента мера :Fn (µ0 ) будет вести себя как взвешенная сумма гладких 
мер на неустойчивых кривых. Заметим, что, кроме того, необходимо «об­

резать» :Fn(D) вдоль линий однородности §k, lkl ~ k0, введенных в § 5.3, 
чтобы гарантировать контроль за искажениями. 

Введем класс вероятностных мер, опирающихся на неустойчивые кри­

вые (напомним читателю, что неустойчивые кривые, введенные в § 4.5, бу­
дут более общими, чем неустойчивые многообразия). 

r--------------------------~ 
1 1 
1 
1 

1 

1 

1 

1 

м 

1 
1 

1 ---------· 1 
1 
1 

1 

__________________________ J 

Рис. 7.2. Эволюция ячейки D СМ 
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Определение 7.7. Стандартная пара (W, 11) - это однородная неус­
тойчивая кривая W С М с определенной на ней вероятностной мерой 11, 
плотность р которой относительно меры Лебега на W регулярна; см. ниже. 

Регулярность плотности р( х) должна быть сравнима с регулярностью 
отображения F; последнее выражается двумя ключевыми оценками: огра­
ничения на искажения(§ 5.6) и абсолютная непрерывность(§ 5.8). В то вре­
мя как искажения будут достаточно гладкими (теоремы 5.29 и 5.31), якоби­
ан голономного отображения удовлетворяет только «динамически опреде­

ленной непрерывности по Гельдеру» (предложение 5.48). В соответствии 
с этим потребуем, чтобы плотность р( х) была динамически непрерывной 
по Гельдеру в смысле формулы, приведенной ниже. 

Пусть s+(x, у)-функция «разделения времени», определенная в (5.31), 
и () = л-1/6 < 1 (см. доказательство предложения 5.48). Кроме того, за­
фиксируем достаточно большую постоянную Cr > О. 

Определение 7.8. Плотность р(х) на однородной неустойчивой кри­
вой W с М называется регулярной, если 

l lnp(x) - lnp(y)I ~ Cr os+(x,y) (7.11) 

(нижний индекс r в Cr обозначает «регулярный» (regular)). 

УПРАЖНЕНИЕ 7.9. Проверить, что плотность, удовлетворяющая (7.11), 
может иметь разрыв в каждой точке счетного и плотного множества 

w n s~, но она должна быть непрерывной на его дополнении w \ s~. 
Кроме того, показать, что 

maxp(x)/ min р(х) ~ const = e0
r. 

xEW xEW 
(7.12) 

ЗАМЕЧАНИЕ 7.10. Условие (7.11) не изменится, если умножить плот­
ность р(х) на постоянную. Следовательно, для заданной стандартной пары (W, v) 
любая подкривая W' С W с условной мерой, порожденной v на ней, образуют 
стандартную пару. 

Напомним, что разбиение ~llii области М на (максимальные) неустой­

чивые И-многообразия {Wifll} измеримо; условная мера на каждом Wшt, по­
рожденная µ, является u-SRВ мерой 11wп1t, плотность которой определена 
в (5.4); ер. с § 5.4. 

УПРАЖНЕНИЕ 7 .11. Проверить, что любое неустойчивое И-много­

образие Wшt с u-SRВ мерой 11Wi1f на ней образуют стандартную пару. Ука­
зание: использовать (5.32) и следствие 5.30. 
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Класс стандартных пар инвариантен под действием :F в следующем 
смысле. 

Предложение 7.12. Пусть (W, v) - стандартная пара. Для каждо­
го n ?: О обозначu.м через Wi,n Я-компоненты P(W). Тогда ?(v) = 

= Li Ci,nl/i,n, где Li Ci,n = 1, и каждая пара (Wi,n, vi,n) является стан­
дартной. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. По индукции достаточно доказать это утвержде­

ние для n = 1. Пусть Wi,l - В-компонента :F(W) и х, у Е Wi,1. Обо­
значим Х1 = :F-1 (x) и У1 = :F-1 (y). Заметим, что справедливо ра­
венство s+(x,y) = s+(x1 ,y1 ) -1. Используя .J1емму 5.27 об ограничениях 
на искажения и (5.32), получим 

J lnp(x) - lnp(y)J:::;; J lnpi,1(x1) - lnpi,1(Y1)I + 
+ J lnJw:F- 1(x) - lnJw:F-1(y)J:::;; 

:::;; Cr(Js+(xi,yi) +С (dist(x, у)) 113 :::;; 

:::;; CrO os+(x,y) +С' os+(x,y) 

для некоторой постоянной С' = C'(D) > О. Таким образом, достаточно 
предположить, что Cr настолько велико, что CrO +С' :::;; Cr. 8 

Очевидно, что :Fn преобразует меру v из стандартной пары в взвешен­
ную сумму мер на конечном или счетном числе стандартных пар. Данное 

наблюдение побуждает нас ввести еще более общие семейства стандарт­
ных пар. 

Определение 7 .13. Стандартное семейство - это произвольное 

(счетное или несчетное) семейство g = {(Wa, va)}, а Е Qt, стандартных 
пар с вероятностной фактор-мерой .Ag на индексном множестве Qt. Такое 
семейство порождает вероятностную меру µg на объединении Ua Wa (и, 

таким образом, на М): 

µg(B) = J Va(B n Wa) d.Ag(a) 'v'BcM. 

Таким образом, предложение 7.12 утверждает, что :Fn преобразует 
стандартную пару в счетное стандартное семейство (фактор-мера которо­

го определяется последовательностью коэффициентов { ci,n} ). Аналогично, 
любое стандартное семейство g отображается Р в другое стандартное се­
мейство 9n = :Fn(Q). Легко увидеть, что µgn = P(µg). 



7.4. СТАНДАРТНЫЕ ПАРЫ И СЕМЕЙСТВА 249 

Важно уметь управлять размером кривых W" в стандартном семей­
стве g = {(Wa, v")}. Для каждого а Е Ш и х Е W" точка х делит 
кривую W" на две части. Обозначим через rg(x) длину короткой части 
(в евклидовой метрике). Это порождает функцию rg на3 U" Wa. Введем 
обозначение 

µg(rg < е) f v" (х Е W": rg(x) < е) dЛg(a) 
Zg : = sup = sup . 

е>О 6 е>О 6 

УПРАЖНЕНИЕ 7.14. Пусть Q состоит из одной стандартной па­

ры (W, v). Предположим, что v - это нормированная мера Лебега на W; 
показать, что Zg = 2/1 W [. Далее, пусть v имеет произвольную регулярную 
плотность; тогда показать, что Zg ::=::: 1/IWI; то есть С1 < Zg[WI < С2, 
где С1 = C1(D) > О и С2 = C2(D) > О - постоянные (символ ::=::: 

был введен в § 4.3). Указание: использовать последний результат упраж­
нения 7.9. 

Следующее упражнение обобщает предыдущее. 

УПРАЖНЕНИЕ 7 .15. Пусть Q = { (W", v")} - стандартное семейство. 
Показать, что 

(в этой формуле или обе величины конечны, или обе бесконечны). 

Рассмотрим только стандартные семейства Q с Zg < оо. Далее иссле­
дуем, как величина Zgn, где 9п = Fn(Q), меняется в зависимости от п. 

УПРАЖНЕНИЕ 7 .16. Пусть 9 - стандартное семейство, состоящее 
из одной стандартной пары (W, v). Пусть 9п = P(Q). Используя первую 
лемму о росте (теорема 5.52) и (7.12), показать, что для всех п ~ О 
ие>О 

v(rgn (Рх) < е) ~ const[('!91A)n v(rg(x) < е/Ап) + е] ~ 
~ const ['!9J.'e/IWI + е], (7.13) 

где постоянные зависят только от стола D. (Напомним, что О< '!91 < 1.) 

3Во всех последующих доказательствах кривые W" каждого стандартного семейства не пе­
ресекаются; однако в приведенном общем определении в этом условии нет необходимости: 

функция rg определяется на каждой кривой W а отдельно. 
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Предложение 7.17. Пусть g = {(Wa, va)}, а Е ~' - это стандарт­
ное семейство и gn = ;::п (Q). Тогда для всех п ;;:: О и с > О 

для некоторых постоянных ci = ci(V) >О, i = 1, 2. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Достаточно проинтегрировать (7.13) по фактор-
мере Ag и использовать результат упражнения 7.15. • 

Очевидно, что если величина Zg очень велика, то последователь­

ность Zgn убывает экспоненциально быстро, пока не достигнет некоторого 
порогового значения, скажем с1 + с2. 

Следствие 7.18. Для всех п ?: х ln Zg имеем Zgn ~ с3, где х, Сз > О -
некоторые постоянные. 

Читатель должен заметить схожесть между предложением 7.17 и след­
ствием 7.18 и двумя леммами о росте (теоремы 5.52-5.53). 

Исходя из этих фактов, введем понятие собственного семейства. 

Пусть Ср > О - достаточно большая постоянная (нижний индекс р в Ср 
обозначает «собственный» («proper»)). 

Определение 7.19. Стандартное семейство g называется собствен­
ным, если Zg ~ Ср. 

УПРАЖНЕНИЕ 7.20. Проверить, что семейство, состоящее из одной 

стандартной пары (W, v), будет собственным тогда и только тогда, ко­
гда IWI ?: с0 = const > О, то есть тогда и только тогда, когда кривая W 
не слишком коротка (величину с0 можно сделать произвольно малой, вы­
бирая Ср достаточно большим). Для краткости назовем такие пары (W, v) 
собственными стандартными парами. 

ПРИМЕР 7.21. В упражнении 7.11 было установлено, что каждое 
неустойчивое Н-многообразие Wlli] с u-SRВ мерой vwil' на нем являет­

ся стандартной парой. Таким образом, разбиение М на максимальные 

неустойчивые И-многообразия {Wlli]} с u-SRВ мерами {vw; }, определен­
ными на них, и фактор-мерой, порожденной µ, образует (специальное) 
стандартное семейство Е. Безусловно, для этого семейства µе = µ. За­
метим также, что Е отображается с помощью F в себя (ер. с предложе­
нием 5.4). 

УПРАЖНЕНИЕ 7.22. Проверить, что семейство Е собственное. Указа­

ние: используйте теорему 5 .17. 
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Рассмотрим более общий случай, когда {W} - гладкое слоение М 
на неустойчивые кривые, которые протягиваются от r.p = -п /2 до r.p = п /2. 
Разделяя их прямыми §k, \k\ ~ k0, введенными в § 5.3, получим гладкое 
слоение М на однородные неустойчивые кривые {Wa}. Мераµ порож­
дает гладкие угловые меры {va} на {Wa} и фактор-меру на индексном 
множестве. Несложно проверить, что введенное стандартное семейство g 
является собственным и µg = µ. 

УПРАЖНЕНИЕ 7.23. Пусть D с М - произвольный диск. Рассмот­

рим произвольное гладкое слоение D однородными неустойчивыми кривы­
ми {Wa}· Мераµ порождает угловые меры {va} на них и фактор-меру..\ 
на индексном множестве {а}. Показать, что для результирующего семей­
ства g = {(Wa, va)} выполнено неравенство Zg < оо, и если D не слиш­
ком мало, то семейство g собственное. 

7.5. Лемма спаривания 

В этом параграфе получим главный инструмент для изучения стати­

стических свойств рассеивающих биллиардов. 

Пусть (W1 , v1) и (W2 , v2 ) - две стандартные пары. Для большого п 
их образы F"W1 и F"W2 состоят из множества И-компонент, рассеян­

ных по всему М. Некоторые И-компоненты W' С _гпw1 первого образа 
могут лежать близко к некоторым И-компонентам W" С F"W2 дРугого 
образа. Тогда некоторые точки х' Е W' можно объединить устойчивыми 
многообразиями с точками х" Е W", так что их будущие итерации будут 
сближаться экспоненциально быстро. В этом случае можно «связаты> ме­

ры, которые они несут, и показать, что асимптотическое поведение двух 

мер P(v1 ) и F"(v2 ) становится одинаковым. 
Доказательство этого утверждения может оказаться серьезной задачей: 

И-компоненты W' и W" могут нести разное количество (массу) соответ­
ствующих мер. Чтобы разрешить эту проблему, можно, так сказать, связать 

тяжелую часть с несколькими легкими частями. Это можно сделать, раз­

деляя тяжелую часть на несколько «более тонких» кривых, связав каждую 

из них с разным партнером. 

Чтобы реализовать эту идею, разделим для удобства каждую исходную 

кривую W 1 и W2 на несчетное число «волокою>. С этой целью для задан­

ной стандартной пары (W, v) рассмотрим W: = W х [О, 1] и снабдим W 
вероятностной мерой v 

dV(x, t) = dv(x) dt = р(х) dx dt, (7.14) 
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W" 

W' 

Рис. 7.3. Принцип спаривания 

где р(х) - плотность v и О ~ t ~ 1. Назовем W прямоугольником с ба­
зой W; см. рис. 7.4. Отображение ;:п вводится на W естественным обра­
зом, Р ( х, t) = ( Р х, t), и любая функция f, первоначально определенная 
на W, может быть расширена на W как f(x, t) = f(x). 

Далее напомним, что ;:п(W1 ) и P(W2 ) являются, в общем случае, 
счетными стандартными семействами. Таким образом, в построении выше 

можно начать с двух стандартных семейств, а не с двух стандартных пар, 

и связать образы мер, первоначально определенных на двух семействах. 

1 
\ 

о 

Рис. 7.4. Прямоугольник W = W х [О, 1] на «базе» W 
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В этом случае необходимо разделить каждую неустойчивую кривую W 
в каждом оригинальном семействе на несчетное число «волокою>, постро­

ив прямоугольник над W. 
Для заданного стандартного семейства g = (Wa, va), а Е 2i, с фактор-

мерой Лg обозначим через g = (Wa, va) семейство соответствующих пря­
моугольников, где Wa - прямоугольник с базой Wa. Снабдим g такой же 
фактор-мерой Лg и обозначим через jig порожденную меру на объедине-
нии UaWa. 

Следующая лемма является ключевым инструментом метода спари­

вания. 

Лемма 7.24 (лемма спаривания). Пусть g = (Wa, va), а Е 2i, 
и Е = (W,в, v,в), f3 Е ~' - два собственных стандартных семейства. 
Тогда существует биективное отображение (отображение спаривания) 

е: Ua Wa---> U,вW,в, которое сохраняет меру, то есть 8(jig) = iis, 
и функция (времени спаривания) У: UaWa---> N такие, что 

А. Пусть (х, t) Е Wa, а Е 2i, и 8(х, t) = (у, s) Е W,в, /3 Е ~. Обо­
значим т = У(х, t) Е N. Тогда точки Fm(x) и Р(у) лежат на том же 
самом устойчивом Н-многообразии WИ С М. 

В. Существует равномерная экспоненциальная оценка хвоста для функ­

ции У: 
jig1 (У> п) ~ CтtJ!,[, (7.15) 

для некоторых постоянных Ст= Ст(D) >О и tJт = tJт(D) < 1. 

Отложим доказательство леммы спаривания до § § 7 .12-7 .15 и вернемся 
к статистическим свойствам для рассеивающих биллиардов. Сначала вве­

дем класс соответствующих функций на М (наблюдаемые величины). Они 

будут характеризоваться динамически определенной непрерывностью по 

Гельдеру. 

Вспомним время разделения s+(x, у), введенное в (5.31). По аналогии 
с ним введем пpoUIJloe время разделения: 

s_(x,y) = min{n;:::: О: у (j_ Q!п(х)}, (7.16) 

где Q~п(х) обозначает открытую связную компоненту множества М \S~n' 
содержащую точку х (очевидно, эта функция симметрична: s_ ( х, у) = 
= s_(y,x)). Заметим, что прообразы ;:--п(х) и y:--n(y) разделяются в мо­
менты п = s_(x, у), так как они лежат в разных связных компонентах «НО­
ВОГО» пространства столкновений MJНI. Если у Е Q~n(x) для всех п ;:::: О, 
то у Е Wllij(x); в этом случае полагаем s_(x,y) = оо. 
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УПРАЖНЕНИЕ 7.25. Проверить, что если х и у лежат на одной устой­
чивой кривой W С М, тогда 

dist(x, у) ~ сл-s-(х,у) (7.17) 

для некоторой постоянной С= C(V) > О. Указание: доказательство стро­
ится аналогично доказательству (5.32). 

Определение 7.26. Функция f: М ---> IR называется динамически 
непрерывной по Гельдеру, если существуют{}! Е (О, 1) и К1 > О такие, 
что для любых х и у, лежащих на одной неустойчивой кривой, 

lf(x) - f(y)I ~ K1fJj+(x,y) (7.18) 

и для любых х и у, лежащих на одной устойчивой кривой, 

lf(x) - f(y)\ ~ Kj{}~-(x,y) · (7.19) 

Обозначим пространство таких функций через Н. 

Класс динамически непрерывных по Гельдеру функций больше, чем 

класс (обычных) непрерывных по Гельдеру функций f: М ---> IR, которые 
характеризуются соотношением 

lf(x) - f(y)I ~ C1[dist(x,y)]"1 Vx,y ЕМ. (7.20) 

Здесь сц Е (О, 1] - показатель Гельдера, а минимальное значение С1 > О, 
удовлетворяющее (7.20), называется нормой Гельдера функции f. 

УПРАЖНЕНИЕ 7.27. Доказать, что любая непрерывная по Гельде­

ру функция f: М ---> IR динамически непрерывна по Гельдеру, при­
чем{}!= л-"1. Указание: использовать (5.31) и (7.16). 

УПРАЖНЕНИЕ 7.28. Доказать, что если существуют п1 , п2 ~О такие, 
что f является непрерывной по Гельдеру на каждой связной компоненте 
множества М \ (S;i;r

1 
U S~пJ, то есть (7.20) выполняется с теми же са­

мыми С f и а f, когда х и у лежат в одной и той же компоненте множе­
ства М \ (S;i;r

1 
U S~пJ, тогда f динамически непрерывная по Гельдеру. 

УПРАЖНЕНИЕ 7.29. Проверить, что в биллиардах категории А функ­
ция времени разделения т(х) непрерывна по Гельдеру на связных компо­
нентах множества М \ sr. Чему равен показатель Гельдера? Сделать вывод, 
что т(х) динамически непрерывна по Гельдеру. 

ЗАМЕЧАНИЕ 7.30. Иногда используются функции, удовлетворяющие только 
одному из условий (7.18) и (7.19). Обозначим пространство функпий, удовлетво­
ряющих (7.18), через н+, а функций, удовлетворяющих (7.19), - через н-. 
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7.6. Свойство равнораспределения 

В этом параграфе выведем первое статистическое свойство из леммы 

спаривания. Оно утверждает, что для любого собственного стандартного се­

мейства g образы ?(µg) его меры µg слабо сходятся при п--+ оо к F-ин­
вариантной мере µ. Кроме того, в некотором смысле скорость сходимости 
будет экспоненциальной. Назовем это свойство равнораспределением. 

Заметим, что собственное семейство g может быть достаточно «лока­
лизованным» в М. Оно может состоять из одной стандартной пары, или 

ее мера µg может быть определена на некотором диске в М; см. упраж­
нение 7.23. В этом случае свойство равнораспределения эффективно уста­
навливает асимптотическую независимость между настоящим и будущим 

системы. 

Теорема 7.31 (равнораспределение). Пусть g - собственное стан­

дартное семейство. Для любой динамически непрерывной по Гелъдеру 

функцииfЕ1iип~О 

где 

и 

~ f o:P'dµg -1 f dµ ~ в,еj, 

В1=2Ст(К1 + i)fl\cю) 

81=[max{dт,'!91}] 112 <1. 

(7.21) 

(7.22) 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Напомним, что существует собственное F-инва­

риантное семейство & такое, чтоµ= µt:; см. пример 7.21. Лемма спарива­
ния 7 .24 определяет отображение спаривания е между семействами g и & 
и соответствующую функцию времени спаривания У. Тогда 

д: = ! f о? dµg - ! f о? dµt; = 
м м 

= J f(?(x, t)) djig - J J(:F"(y, s)) dfit: = 
g l 

= j [f(:F"(x, t)) - f(:F"(e(x, t)))] dДg. 
g 

(7.23) 
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Заметим, что если 8(х, t) = (у, s) и m: = У(х, t) ::;;; п, тогда 
s_(Fnx,Py) > п - т, следовательно, 

JJ(P(x, t) - J(P(B(x, t)))J::;;; K11J'Гm· (7.24) 

Теперь последний интеграл в (7.23) можно представить в виде 

/[ ... ] = ! [ ... ) + ! [ ... ] =I+Л. (7.25) 

У~п/2 У>п/2 

Из утверждения А леммы 7.24 и (7.24) следует, что III ::;;; K11Jr'/2
, 

а из утверждения В следует, что IЛI::;;; 2llfllooCтfJ1 2 • • 

УПРАЖНЕНИЕ 7.32. Оценку (7.21) можно немного улучшить, если 
уточнить разложение (7.25), используя более мелкие множества {У = т} 
для всех О ::;;; т ::;;; пи множество-остаток {У > п}. Проработать детали 
и получить улучшенную оценку (далее она использоваться не будет). 

Теорему 7.31 можно расширить на «Множественные» наблюдаемые 
величины, то есть наблюдения проводятся в разные моменты времени. 

Пусть fo, fi, ... , fk Е '}{ - динамически непрерывные по Гельдеру функ­

ции с одинаковыми величинами {)f = {)J" К1 = Kf, и llflloo = llfilloo, 
О ::;;; i ::;;; k. (Например, можно взять !о = fi = ... = fk = f .) Рассмотрим 
произведение 

~ 2 k f = !о · (!1 о F) · (!2 о F ) ... (fk о F ). 

Теорема 7.33. Пусть Q - собственное стандартное семейство. Тогда 

для п?: о 

~ Jo:F"dµg -1 Jdµ ,;; B1B'J, 

где()! < 1 такое же, как в (7.22), и 

(7.26) 

Bl = 2Cтllfll~(l - fJJ )- 1 (К1 + llflloo)· 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Доказательство почти идентично доказательству 

теоремы 7.31, за исключением того, что (7.24) должно быть заменено на 

Jf(P(x, t)) - f(P(B(x, t)))J::;;; K1llfll~(1J';-m + ... + fJ';-m+k)::;;; 

::;;; K1llfll~(l - 1J1 )-11J';-m· 

• 



7.7. ЭКСПОНЕНЦИАЛЬНОЕ УБЫВАНИЕ КОРРЕЛЯЦИЙ 257 

ЗАМЕЧАНИЕ 7.34. Последовательные моменты времени О, 1, ... , k исполь­
зовались для простоты. Утверждение (и доказательство) не изменятся для любой 

возрастающей последовательности моментов времени О< ti < t2 < ... < tk. 

ЗАМЕЧАНИЕ 7.35. В теоремах 7.31 и 7.33 предполагалось, что начальное 
стандартное семейство g было собственным. Если это не так, то необходимо подо­
ждать, пока его образ :F"'Q не станет собственным для некоторого m ~ 1, и затем 
применить эти теоремы, заменив п на п - m. Если Zg < оо, то время ожидания 
составит m = х ln Zg итераций, согласно следствию 7 .18. Если g состоит из одной 
стандартной пары (W, v), время ожидания равно m = xfln IWI [. 

ЗАМЕЧАНИЕ 7.36. В теоремах 7.31 и 7.33 достаточно предположить, что 
f Е 1Г (соответственно fo, ... , fk Е 1t-); ер. с замечанием 7.30. 

7.7. Экспоненциальное убывание корреляций 

В этом параграфе выведем оценку (7.6) для динамически непрерыв­
ных по Гельдеру наблюдаемых величин. Наши результаты аналогичны (но 

немного точнее) результатам из [Уо98, Ch99]. Для краткости будем исполь­
зовать обозначение (!) = J м f dµ. 

Теорема 7.37 (экспоненциальное убывание корреляций). Для каж­
дой пары динамически непрерывных по Гельдеру функций f, g Е 'Н и п ~ О 

j(f · (go:P'))-(f)(g)j ~ B1,9 8'J,9 , 

где 

ef,g = [max{'!9т,'!91,'!9g,e- 1l"'}] 114 < 1, 

где х >О - это постоянная из теоремы 5.53, 

и Са= Ca('D) >О - это постоянная. 

(7.27) 

(7.28) 

(7.29) 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть Е = {W°" v0J, а Е Qt, - стандартное се­
мейство, состоящее из всех максимальных неустойчивых И-многообразий 

и u-SRВ мер на них; см. пример 7.21. Напомним, что м: =µи Е - соб­
ственное семейство (упражнение 7.22). Временной интервал [О, п] можно 
поделить в отношении 1 :3 и записать 

(f. (g о :Р')) = ! (f о F-n/4) (g о Fзn/4) dм 
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(здесь n/4 означает целое, ближайшее к п/4, и т.д.). Пусть J обозначает 
условное математическое ожидание f о ;:-п/4 на неустойчивых И-много­
образиях Wa относительно u-SRВ мер Va, то есть 

f(x) = j f о ;:-n/4 dva \:/х Е Wa \:/а Е l.<t. 

w" 

Очевидно, функция f о ;:-п/4 почти постоянна на каждом И-многообра­
зии Wa. Точнее говоря, благодаря динамической непрерывности по Гельде­
ру функции f 

sup f о ;:-n/4 -wf f о ;:-n/4 ~ K1"3rjl4; 
w" " 

следовательно, 

sup \J(x)-foF-nf4 (x)\ ~K113j14 • 
хЕМ 

Заметим также, что (!) = (]); таким образом, 

д: = (! . (g о р)) - (!) (g) = 
=а. (g о ;:зп/4)) - (J)(g) + бl, 

(7.30) 

п/4 -
где lб1I ~ K1llgll 00 "31 . Так как функция f постоянна почти на каждом 
И-многообразии Wa, обозначим ее значение через J а и, используя теоре­
му 7.31изамечание7.35, получим 

j J · (g о ;:3nl4
) dva = f a(g) +ба, (7.31) 

w" 
где 

и ()9 = [max{ "3т, '139 }] 
112

• Интегрируя (7.31) относительно фактор-меры Ле 
семейства [, получим 

(]. (g о ;:зп/4 )) = (J)(g) +!ба dЛе(а). 
Qt 
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Остается оценить последний член. Так как Е - собственное семейство, 

п 

Для И-многообразия Wa, удовлетворяющего !Wa:I ~ е 4х, получим 3п/4-
- xlln !Wa:ll ~ п/2. Следовательно, 

Теорема 7.37 доказана. • 
ЗАМЕЧАНИЕ 7.38. Достаточно предположить, что f Е 'Н+ И g Е 'Н-; ер. 

с замечаниями 7.30 и 7.36. 

Выведем важное следствие из данного замечания. Предположим, что f 
постоянна почти на каждом неустойчивом И-многообразии Wiffi, а g - по­

стоянна почти на каждом устойчивом И-многообразии Wiffi. Кроме того, 
можно переопределить неустойчивые и устойчивые конусы так, что они 

вырождаются в линии, касательные к неустойчивым и устойчивым много­

образиям соответственно4 . В этом случае можно положить к1 = К9 =О 
и Bt = 89 =О, и, следовательно, 

(7.32) 

для всех n ~О, где Во= [max{ -&1 , e-l/x} ]
114 < 1. 

Следствие 7.39. Пусть А, В СМ - два измеримых множества та­

ких, что А = UWiffi - объединение нескольких неустойчивых Я-многооб­
разий и В = UWiffi - это объединение нескольких устойчивых Я-многооб­
разий (здесь имеются в виду максимальные Я-многообразия; ер. с§§ 4.11 
и 5.4). Тогда 

lµ(A nF-п(в)) - µ(A)µ(B)i ~ Caeg. (7.33) 

4Как обычно при изучении гиперболических отображений, построение инвариантных ко­
нусов - процедура достаточно свободная. Например, для заданного семейства неустойчивых 

конусов С~ можно заменить его более узкими конусами С~,п: = DР(С}-п ). Очевидно, 
это уменьшает класс неустойчивых кривых. В конечном итоге можно положить~ = оо; тогда 
конусы становятся линиями, касательными к неустойчивым многообразиям, а неустойчивые 

кривые сводятся к неустойчивым многообразиям. 
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УПРАЖНЕНИЕ 7.40. Проверить, что (7.32) следует из (7.27)-(7.29), 
а (7.33) следует из (7.32). Указание: использовать характеристические 
функции (индикаторы) множеств А и В. 

Теорема 7.37 может быть расширена на так называемые «множествен­
ные» корреляции, то есть корреляции между наблюдаемыми величинами, 

определенные в множественные моменты времени. Пусть f 0 , Ji, ... , fr Е 1i 
и g0, gl, ... , gk Е 1i - два множества динамически непрерывных по Гель­

деру функций. Предположим, что функции f первого множества имеют 

одинаковые параметры '!91 = '!91" К1 = К1, и \\flloo = llfilloo для всех 
О ~ i ~ r. Аналогично, пусть функции g имеют одинаковые парамет­
ры '19 9 = '19 9" К9 = К9, и \lglloo = \\gi\\oo для всех О ~ i ~ k. Рассмотрим 
два произведения 

J = fo · (!1 о F-1) · (!2 о F-2) ... Ur о ;:-r) 

и 

-r о п n+k 

fo временная щель go 

Рис. 7.5. Множественные корреляции 

Теорема 7.41 (экспоненциальное убывание множественных корре­
ляций). Для всех п >О 

\(J. (goF'))- (f)@\ ~ в1,9 еj~~' (7.34) 

где el,g определено в (7.28) и 

Вт,9 = Collfll~\1911~ [ ~1~gJI; + ~g~fJ: + ll!lloo\\glloo], (7.35) 

а Со= Co('D) >О - постоянная. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Доказательство почти совпадает с доказатель­

ством теоремы 7.37 с несколькими изменениями. Во-первых, заметим оче-
видные оценки: 

\IJiloo ~ llJll;;t1
' 1191100 ~ Jlgll~ 1 

· 
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Во-вторых, (7.30) заменяется на 

sup J о ;:-п/4 - inf J о ;:-n/4 ~ Kt llJll::C, (19j14 + ... +19j/4+r) ~ 
w°' w°' 

~ K1llfli::C,(l - i91)-1i9•/4
. 

Наконец, вместо теоремы 7.31 необходимо использовать теорему 7.33. • 

ЗАМЕЧАНИЕ 7.42. Здесь для простоты использовались последовательные мо­
менты времени -r, ... , -1, О и п, n+ 1, ... , n+k. Утверждение (и доказательство) 
будет таким же для любых двух возрастающих последовательностей моментов вре­

мени t-r < . . . < t_l < О и п < ti < . . . < tk, отделенных друг от друга 
«временной щелью» длины п. 

7.8. Центральная предельная теорема 

В этом параграфе докажем, что последовательность Хп = f о pn, вве­
денная в (7.1), удовлетворяет ЦПТ (7.8), а также формуле (7.9) для каж­
дой динамически непрерывной по Гельдеру наблюдаемой функции f Е 'Н. 
Приведенные доказательства в этом и следующем параграфах требуют до­

статочно глубокого знания теории вероятности, но читателю нет необходи­

мости волноваться об этом; здесь и в приложении В приводятся полные 

утверждения и/или ссьmки на общеизвестные учебники. 

Сначала сделаем методологическое замечание. В теории хаотических 

динамических систем ЦПТ обычно формулируется после получения хоро­

ших оценок для корреляционных функций, и доказательство ЦПТ в боль­

шой степени опирается на оценки корреляций. Может возникнуть вопрос 

о том, следует ли формально в общем случае из быстрого убывания корре­

ляций ЦПТ. Стандартные доказательства ЦПТ не отвечают на этот вопрос, 

поскольку все они используют некоторые другие (более строгие) свойства 

перемешивания динамики, помимо явных оценок на корреляции. 

Полагаем, что быстрое убывание только двукратной корреляционной 
функции С f ( п) не было бы достаточно для ЦПТ, но хорошие оценки 
на множественные корреляции могут помочь. Здесь будет представлено до­

казательство ЦПТ, которое полагается целиком на экспоненциальное убыва­

ние множественных корреляций (теорема 7.41). Таким образом, будет про­
демонстрировано, что ЦПТ действительно является формальным следстви­

ем быстрого убывания множественных корреляций. 

Теорема 7 .43. Пусть f Е 'Н - динамически непрерывная по Гельде­

ру наблюдаемая величина. Тогда выполняется ЦПТ (7.8), и формула (7.9) 
для о} и утверждение замечания 7.5. 
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ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Наше доказательство следует доказательствам 

[BSC91, раздел 6] и [Ch95, раздел 3]. Это доказательство использует некото­
рые стандартные факты теории вероятности; читателю, незнакомому с ве­

роятностями, стоит ознакомиться с приложением В и [BSC91,Ch95]. 
Во-первых, можно предположить, что (!) = О (иначе заменим f 

на f - (!)).Тогда получим С1(п) = (! · (J о?)). 

УПРАЖНЕНИЕ 7.44. Проверить следующую формулу: 

п-1 

Var Вп = (S;) = пС1(О) + 2 2)п - i) C1(i). 
i=l 

Указание: вспомните упражнение 7 .2. 

Так как С f ( п) сходится к нулю экспоненциально быстро, то 

Var Вп =па}+ 0(1), 

где а} определяется формулой (7.9). 

УПРАЖНЕНИЕ 7.45. Доказать, что существует конечный предел 

00 

lim (Var Вп - па})= -2 '°' пС1(п) < оо. п~оо L-J 
n=l 

(7.36) 

(7.37) 

(7.38) 

Возможны два случая. Во-первых, может оказаться, что а} = О. Тогда 
из (7.38) следует, что последовательность {Var Вп} ограничена и имеет 
конечный предел. Тогда можно воспользоваться общим результатом Леоно­

ва (Leo61J (см. также [IL71, теорема 18.2.2]), согласно которому существует 
другая функция, g Е L~(M), такая, что f(x) = g(Fx) - g(x) почти всюду. 
Это доказывает утверждение в замечании 7.5. 

Далее будем предполагать, что а] > О. Тогда, используя (7.38), полу­
чим, что главное выражение (7.8) эквивалентно 

z 

lim µ { Вп ~ z} = _1_ ! e-s2/2 ds; 
n-+oo ,,/Var Sn ,/21Г 

(7.39) 

-00 

то есть Вп/ JVar Вп сходится к стандартному нормальному распределе­
нию N(O, 1). В некоторых учебниках по теории вероятности именно (7.39), 
а не (7.8), называется центральной предельной теоремой. 
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Доказательство (7.39) основано на методике Бернштейна аппроксима­
ции слабо зависимых случайных переменных суммами независимых пере­

менных. Этот метод также известен как «метод больших и малых блоков». 

Разделим временной интервал [О, п] на последовательность чередую­
щихся больших интервалов (блоков) длины р = [па] и малых блоков дли­
ны q = [пь] для некоторых О < Ь < а < 1 (позже введем предположе­
ние а < 1/2). Число больших блоков равно k = [п/(р + q)] ......,, п 1-а. По­
следний оставшийся блок имеет длину l = п - kp - (k - l)q < р + q. 
Заметим, что длины как больших, так и малых блоков растут при п-+ оо. 

р р q р q р q q 
1-----1-1---1 -+-1 ---1 1---------1 -1 --+---t 

о п 

Рис. 7.6. Чередование больших и малых блоков 

Обозначим через Лr, 1 :::;; r:::;; k, большие блоки и множества 

k 

S' = ~ 3(rJ 
n ~ р 

r=l 

и s~ = Sn - s~ = L:iE[O,n-1]\UЛr J(Fix). Вторая сумма s~ содержит 
не более чем п" = kq + р :::;; 2nh членов, где h = шах{ а, 1 - а+ Ь} < 1. 

УПРАЖНЕНИЕ 7 .46. Проверить, что 

Указание: использовать упражнение 7.44. 

Используя неравенство Чебышева, получим 

{ 
IS"I } Var S" µ х: __ п_ >с :::;; n :::;; constnh-l-+ О 

Clfyn c2CJ]n 
(7.40) 

при п -+ оо. Следовательно, S~/vVar Sn сходится к нулю по вероятно­
сти. Следующий факт является стандартным в теории вероятности (см" на­

пример, [IL71, лемма 18.4.1]), читателю предлагается проверить этот факт 
непосредственно. 
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Лемма 7.47. Если последователыюсть случайных переменных Хп схо­
дится к Х по распределению и Т/п сходится к нулю по вероятности, то­

гда Хп + Т/п сходится к Х по распределению. 

Таким образом, можно заменить Sn на s~ = L s~r) в (7.39). 

УПРАЖНЕНИЕ 7.48. Проверить, что наблюдаемые величины s~l)' ... 
. . . , S~k) имеют одинаковые распределения. В частности, Var S~r) = Var Sp 
для всех r = 1, ... , k. 

УПРАЖНЕНИЕ 7.49. Проверить, что 

р-1 п-1 

:::;; n"ICt(O)I + 2 I)п" + ik)I Ct(i)I + 2 I)п - i)ICJ(i)I. 
i=l i=p 

Указание: использовать упражнения 7.44 и 7.46. 

В результате 1 Var Sn - k Var Spl = о(п) = o(Var Sn), так что можно 
заменить Var Sn в (7.39) на k Var Sp. Таким образом, соотношение (7.39) 
преобразуется в 

{ 
S' } 1 Jz -~ lim µ п :::;; z = rn= е 2 ds. 

n->oo Jk Var Sp у 27Г 
-00 

(7.41) 

Обозначим 

s~ 
Ип = ----;==== 

Jk Var Sp 
(7.42) 

где Ur = s~r) / Jk Var Sp. Заметим, что Ип - это сумма одинако­
во распределенных, но не обязательно независимых случайных перемен­

ных U1, ... , Uk. 

Теперь большие блоки Л1 , ... , Лk отделяются малыми блоками, дли­
на которых q -+ оо при п -+ оо. Основываясь на этом, покажем, 

S(l) 3(k) б ) что Р , ... , Р (и, таким о разом, и1 , ... , uk становятся почти незави-

симыми. 
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Лемма 7.50. Ип имеют такое же предельное распределение, как 

и сумма 

(7.43) 

k независимых случайных переменных v1, ... , vь каждая их которых име­
ет такое же распределение, как и и1 . 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Теорема непрерывности Леви (см. приложение В) 

утверждает, что последовательность случайных переменных {Wп} сходит­
ся по распределению к случайной переменной W тогда и только тогда, 

когда их характеристические функции <pwn (t) = (exp(itWn)) сходятся по­
точечно к характеристической функции W, то есть к <pw(t) = (exp(itW)); 
здесь i = А. Следовательно, достаточно показать, что <pun (t) -+ <pvn (t) 
для любого t Е JR. Обозначим Wr = exp(itur) для 1 ~ r ~ k; тогда 

Из независимости v 1 , ..• , vk следует, что 

( eitv1 ... eitvk) = ( eitv1) ... ( eitvk) = ( eitu1) k; 

тогда 

<pvn (t) = (w1)k = (w1) ... (wk)· 

Далее обозначим g(x) = exp(itf(x)/ vfk Var Sp)· Тогда 

Wr = (g 0 F(p+q)(r-1)) . (g 0 F(p+q)(r-1)+1) ... (g 0 F(p+q)(r-l)+p-1 ). 

УПРАЖНЕНИЕ 7.51. Показать, что если f Е 'Н., то g Е 'Н.. Кроме того, 
проверить, что '89 = ?31, К9 = K1t/yfk Var SP, и jjg//oo ~ 1. 

Согласно теореме 7.41, для каждого r = 1, ... , k - 1 имеем 

где 

и 

В=Со [ 2K1\t\ +1]. 
(1- rJ1)vfk Var Sp 

Комбинируя (7.44) для всех r = 1, ... , k - 1, получим 

\(w1 .. . wk) - (w1) ... (wk)\ ~ BkBq. 

Отсюда следует лемма 7.50. 

(7.44) 

• 
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Остается показать, что Vn сходится при п ---+ оо к стандартному 

нормальному закону по распределению. Будем использовать следующий 

факт из теории вероятности (см., например, доказательство теоремы 18.4.1 
в [IL71]): 

Предложение 7 .52. Предположим, что для каждого п ~ 1 случайная 
переменная Vn есть cy.JW.Мa k = kп независимых одинаково распределен­
ных случайных переменных v1, ... , Vk, нормированных так, что Е(Vп) =О 
и Var Vn = 1. Кроме того, предположим, что kп ---+ оо при п ---+ оо. 
Тогда Vn сходится к стандартному нормальному распределению тогда 
и только тогда, когда выполняется следующий аналог условия Линдеберга5 

для каждого r:: > О: 
(7.45) 

Благодаря предыдущим построениям нам остается проверить условие 

Линдеберга (7.45). Заметим, что 

Выбор а < 1/2 гарантирует, что р/ уГп ---+ О, так что множество 
{ х: Jv1 J > r::} будет пустым (!) для всех достаточно больших п. Это до­
казывает (7.45), и мы получаем ЦПТ. • 

Завершим этот параграф векторной ЦПТ. Пусть f = (!1 , ... , fr)т -
вектор-функция на М, компоненты которой fi динамически непрерывны 
по Гельдеру. Рассмотрим сумму 

Sn = {S1,n, ... , Sr,n}: = f + f О :F + ... + f о p-l 

и матрицу V = { Vij} размера r х r с компонентами 

1 00 

Viз· = lim - Cov(Sin,S3·n) = """"' С11 (п). 
n---+oo n ' ' ~ i 1 

(7.46) 
n=-oo 

Заметим, что vii = а},. 

УПРАЖНЕНИЕ 7.53. Доказать второе тождество в (7.46). Проверить, 
что матрица V является симметричной и положительно полуопределенной. 

5Здесь lв обозначает характеристическую функцию (индикатор) события В. 
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Теорема 7.54 (векторная ЦПТ). Если матрица V не вырождена, 

то есть detV # О, вектор (Sп - n(f))/vn сходится по распределе­
нию к r-мерному нормальному закону с нулевым средним и матрицей ко­
вариации V. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Следующая лемма дает полезный критерий вырож­

денности матрицы V. 

Лемма 7.55. Матрица V вырождена, то есть detV =О, тогда 
и только тогда, когда существует линейная комбинация h = aifi + ... + 
+ ат f т с некоторым ненулевым вектором а = ( а1 , ... , ат) т # О, которая 
гомологична постоянной; то есть h = К+ g - g о F почти всюду для неко­
торых К Е JR. и g Е L~(M). 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Докажем сначала лемму. Заметим, что det V = О 
эквивалентно а~ = О для некоторого а # О. Из замечания 7.5 следует 
утверждение леммы. • 

Теорему 7.54 можно доказать двумя способами. Во-первых, можно 
просто повторить доказательство теоремы 7.43 с очевидными изменения­
ми. Кроме того, можно свести теорему 7.54 к теореме 7.43, используя сле­
дующий трюк. Сначала можно предположить, что (f) =О (иначе заменим f 
на f - (f)). Тогда для любой линейной комбинации h = атf = aif1 + ... + 
+ атfт имеем ah # О (благодаря лемме 7.55), и, таким образом, по теоре­
ме 7.43 функция 

Rп: = aтSп/Vn = (h + ... + h о p-1)/vn 

сходится по распределению к нормальному закону с нулевым средним 

и дисперсией а~. По теореме непрерывности Леви (см. приложение В) ее 
характеристическая функция ер Rn ( t) сходится поточечно при п -+ оо к 

exp(-a~t2 /2) = ехр( -aтvat2 /2) 

для любого t Е JR.. Заметим, что 

где 

'PSn/Vп(t1, · · ·, tт) = (exp(itтSn/Vn)) 

обозначает характеристическую функцию векторной переменной Sn/ Vп 
и t = ( ti, ... , tт) т ее векторный аргумент. Таким образом, 

lim 'Ps; rп(t1, .. "tт) =exp(-eVt/2), 
n--+oo n v '" 
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что в точности совпадает с характеристической функцией нормального рас­

пределения с нулевым средним и матрицей ковариации V, так что теоре­
ма 7.54 вновь следует из теоремы непрерывности Леви. • 

7.9. Другие предельные теоремы 

Центральная предельная теорема (ЦПТ) - это лишь первый шаг в ис­

следовании статистических свойств последовательности Хп = f о pn, вве­
денной в (7.1) и появляющейся из хаотического отображения F: М--+ М 
и соответствующей наблюдаемой величины f: М --+ JR. 

Следующим шагом после ЦПТ будет принцип инвариантности. Вос­

пользуемся обозначениями§ 7.2. При N ~ 1 их Е М рассмотрим непре­
рывную функцию WN(s; х) переменной s Е [О, 1], которая в рациональных 
точках s = n / N имеет вид 

W (!!__· ) = Sn(x) - n(f) 
N N'x IJг./N ' 

а между точками продолжается с помощью линейной интерполяции (гра­

фик WN(s; х) в этом случае ломаная линия). Инвариантная мераµ и семей­
ство {WN(s; х), х ЕМ} порождают вероятностную меру на пространстве 
непрерывных функций на [О, 1]. 

Определение 7.56. Говорят, что последовательность (7.1) удовлетво­
ряет слабому принципу инвариантности (СПИ), если мера слабо сходится 
к мере Винера при N --+ оо. Говорят, что (7.1) удовлетворяет почти на­
верное принципу инвариантности (ПНПИ), если существует стандартный 

винеровский процесс (броуновское движение) B(s; х) на М относительно 
меры µ такой, что для некоторого Л > О 

почти для всех (по мереµ) точек х ЕМ. 

Принцип инвариантности утверждает, что функция сгущения Sn. по­
сле надлежащего масштабирования пространства и времени, сходится к ви­

неровскому процессу (классическое Броуновское движение). Чтобы дока­

зать принцип инвариантности, будем использовать общую теорему, выве­

денную Филиппом и Стаутом [PhS75], которую представим здесь в форме, 
адаптированной к нашим нуждам. 
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Пусть ~о - конечное четное разбиение М. Обозначим 

~n = Р(~о), е:, = ~m v ... v ~n 

для всех m < п (допускаются значения m = -оо и п = оо). Каждое раз­
биение ~;:, соответствует а-алгебре ?т, состоящей из измеримых ~;:,-мно­
жеств (mod О); см. приложение А. Предположим, что ~~00 =с: - разбие­
ние на отдельные точки; то есть J~00 совпадает с а-алгеброй всех измери­
мых множеств в М. 

Пусть f : М -+ JR - измеримая функция. Для m ;;:::: 1 обозначим че­
рез f m = E(fl~~m) условное математическое ожидание f относительно 
разбиения ~~m; то есть 

- 1 ! f т(х) = µ(В) f dµ 
в 

Следующая теорема доказана в [PhS75]; см. теорему 7.1 и замечание 

на с. 81 в этой книге. 

Теорема 7.57 ([PhS75]). Предположим, что существуют постоян­

ные О < д < 2 и С > О такие, что 

(Jf(x)J 2+б) < оо, (7.47) 

идлявсехm;;:,:1 

(7.48) 

Кроме того, предположим, что а] > О и 

Var Bn =па]+ О(пl-б/ЗО) (7.49) 

при п -+ оо. Наконец, предположим, что для всех п ;;:::: 1 

Jµ(A n В) - µ(A)µ(B)J ~ сп-168(~+2/8) (7.50) 

для всех А Е J0_
00 

и В Е J~. Тогда последовательность Xn = f о Р 
удовлетворяет ПНПИ и СПИ. 

В действительности из ПНПИ следует СПИ, как и многие другие пре­

дельные теоремы. Упомянем лишь несколько следствий ПНПИ, а более по­
дробную информацию читатель может найти в [PhS75, Section 1]. 



270 ГЛАВА 7 

Следствие 7.58 (интегральные тесты). Пусть ф(t) - положитель­
ная неубывающая вещественнозначная функция. Тогда 

µ ( 
8п -;,(!) > ф(п) бесконечно часто) =О или 1 

в зависимости от того, сходится или расходится интеграл 

= ! ф~t) е-Ф2(t)/2 dt. 

1 

Кроме того, полагаем Мп = max1:;;;i:;;;n \Si - i(J)I. Тогда 

µ(Mп/Vn < ф-1 (п) бесконечно часто)= О или 1 

в зависимости от того, сходится или расходится интеграл 

= ! ф2t(t) е-81'-2ф2(t) dt. 

1 

Следствие 7.59 (закон повторного логарифма). Почти для каждой 
точки (по мереµ) х ЕМ 

l
. Sn - n(f) 

1 imsup = . 
n-+= J 2по} log log n 

Остается доказать следующую лемму. 

Лемма 7.60. Отображение столкновения :F: М -+ М для рассеи­

вающих биллиардов категории А и динамически непрерывных по Гельдеру 

наблюдаемых величин f Е Н с а'} > О удовлетворяет всем условиям тео­
ремы 7.57. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Заметим, что (7.47) выполняется для любого 
д Е (О, 2), так как 11111= < оо, и (7.49) следует из (7.37). Чтобы дока­
зать (7.48) и (7.50), необходимо построить разбиение ~0 . 

Пусть ~о -разбиение М на связные компоненты множества М\Sн. То 
есть элементы ~о - это области, на которых отображение :Fн: Мн -+ Мн 
гладкое. Напомним, что каждый элемент ~о - это криволинейный много­
угольник, ограниченный устойчивыми кривыми, и внутренние углы этих 

многоугольников не превышают 7Г (см. упражнения 4.49 и 5.16). 
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Тогда 6 = F(~o) - это разбиение М на связные компоненты множе­
ства М \ S~1 , так что его элементы - это подобные криволинейные мно­
гоугольники, ограниченные неустойчивыми кривыми. Несложно увидеть, 

что для любых А Е ~о и В Е 6 пересечение А n В есть криволинейный 
многоугольник; то есть элементы ~б = ~о V 6 - это связные компоненты 
множества М \ (SIНI U S~1 ). 

УПРАЖНЕНИЕ 7 .61. Проверить, что для любых р, q > О элементы раз­
биения ~'!_Р являются связными компонентами множества М\ (S:+i US~ч)· 
Указание: заметим, что F-Ч(~'!_р) = ~O.p-q; затем использовать индукцию 
пор+ q. 

Следовательно, элементы разбиения ~~m - это связные компоненты 

множества М \ (S~+1 US~m)· Кроме того, они являются криволинейными 
многоугольниками, ограниченными устойчивыми и неустойчивыми кривы­

ми, внутренние углы которых не превышают 7Г. 

УПРАЖНЕНИЕ 7.62. Пусть А Е ~~m· Показать, что для любых двух 
точек х, у Е А существует точка z Е А такая, что х и z принадлежат од­
ной неустойчивой кривой и у и z принадлежат одной устойчивой кривой. 
Указание: показать, что любые две точки в одном и том же элементе разби­

ения ~O.m лежат на одной устойчивой кривой. 

Теперь, используя обозначения из упражнений, получим s+ ( х, z) > m 
и s_(y,z) > m; таким образом, lf(x) - f(y)i ~ 2K17Jj. Отсюда следует, 
ЧТО 

(if(x)-f ml 2+б) ~ const7J}2+б)m_ 

Итак, получим (7.48). 
Докажем, наконец, главную гипотезу (7.50). Заметим, что~]"' совпада­

ет с разбиением ~н множества М на (максимальные) неустойчивые И-мно­

гообразия, введенные в § 5.4. Аналогично,~°-= совпадает с разбиением ~Шr 
множества М на (максимальные) устойчивые И-многообразия. Следова­

тельно, любое множество А Е .;уО_= - это объединение нескольких устой­
чивых И-многообразий. Аналогично, для любого множества В Е J~ его 
прообраз F-п+1 (В) Е Ji"' будет объединением нескольких неустойчивых 
И-многообразий. Тогда из следствия 7.39 несложно понять, что 

!µ(А n В) - µ(A)µ(B)I ~ Coeg- 1
. 

Это доказывает (7.50). • 
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7.10. Статистика столкновений и диффузия 

В этом параграфе выведем несколько фактов из ЦПТ, которые имеют 

явную физическую интерпретацию. Как и ранее, ограничим анализ рассе­

ивающими биллиардами категории А, но здесь это ограничение объясняет­

ся не только удобством: результаты этого параграфа не распространяются 

на другие категории рассеивающих биллиардов. 

Напомним, функция возвращения т ( х) динамически непрерывна 
по Гельдеру; см. упражнение 7.29. Следовательно, она удовлетворяет ЦПТ; 
то есть существует o"J ;,;:: О такое, что 

z s2 

l. { tn - п(т) ,... } 1 J --- 2а-} d imµ ::::::z =--- е s 
n---Н>О Vn v12ii (J j 

(7.51) 

---()() 

для всех -оо < z < оо. Здесь 

tn = т(х) + ... + т(Р--- 1 х) 

- это время п-го столкновения. 

ЗАМЕЧАНИЕ 7.63. На самом деле 17; >О. Действительно, если 17; =О, тот= 
= К+ g - g о :F, как следует из замечания 7.5. Хорошо известно, что если функция 
потолка специального потока Фt гомологична постоянной, то Фt изоморфна спе­
циальному потоку под действием постоянной функции потолка; см. [Gur65]. Такой 
поток не может быть перемешивающим (ер. с упражнением 6.29), но биллиардный 
поток Фt является перемешивающим; см. §6.11. Это доказывает, что 17; >О. 

Рассмотрим траекторию Фt ( х) точки х Е М на временном интерва­
ле (О, Т) и обозначим через nx(T) число столкновений, которые с ней про­
исходят. Напомним, что почти для всех х Е М 

lim T/nx(T) = т = (т) 
Т--->оо 

(7.52) 

(см. упражнения 2.37 и 2.38) и т определяется соотношением (2.32). 

Теорема 7.64. Имеем 

{ пх(Т)-Т/т } 1 Jz ---4 lim µ ~ z = -- е 20- ds 
Т--->оо -JТ ,/2iicт 

(7.53) 

---00 

для всех -оо < z < оо. Здесь ст2 = ст]/т3 . 
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ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Заметим, что для всех Z >О 

µ(nx ~ Z) = µ(t[z]+i > Т), 

где [Z] обозначает интегральную часть Z. Теперь (7.53) легко следует 
из (7.51) и (7.52); оставим проверку читателю в качестве упражнения. • 

Далее напомним вектор-функцию L: М-> IR.2 , введенную в §2.14. Ее 
можно определить в виде 

L(x) = r(x)v(x), 

где v ( х) - единичный вектор скорости биллиардной частицы при движении 

от х до F(x). Заметим, что llL(x)ll = т(х). 
Сумма 

дп = L+LoF+ ... +Lor-1 

имеет следующее физическое значение. Как уже говорилось в § 4.1, каждую 
биллиардную траекторию на биллиардном столе V с Tor2 категории А 
можно поднять от тора до ее универсального покрытия IR.2 ; см. пример 
на рис. 4.2. Тогда получим траекторию, движущуюся на неограниченном 
столе с бесконечным числом периодически расположенных рассеивателей. 

Эта неограниченная биллиардная система известна как плоский периоди­

ческий газ Лоренца; см. обсуждение в § 4.1. Она моделирует динамику газа 
электронов, отскакивающих от тяжелых молекул в металлах (рассеиватели 

представляют кристаллическую молекулярную структуру). Теперь дп -
это векторное перемещение движущегося электрона (биллиардной части­
цы) на плоскости IR.2 в ходе п последовательных столкновений с рассеи­
вателями. Напомним, что (L) =О (см. упражнение 2.44 в § 2.14), следова­
тельно, (дп) = О. 

Обозначим компоненты функции L через L = (L 1 , L2). Доказатель­
ство, используемое ранее в упражнении 7.29, позволяет говорить о дина­
мической непрерывности по Гельдеру для L1 и L2 . Тогда применима век­

торная ЦПТ (теорема 7.54), и она приводит к следующему результату. 

Теорема 7.65. Вектор дп/ y1"ii, сходится по распределению к двумер­
ному нормальному закону с нулевым средним и ковариационной матрицей 

V = { Vij }, элементы которой 

00 

Vij = L CL,Lj (п). 
n=-сю 
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То есть для произволыюго прямоугольника В С JR.2 

1 !! 1 Ту-1 lim µ(дn/Vn ЕВ)= JdetV е -2х х dxdy, 
n-->oo 27Г det V 

в 

где х = (х, у)т. 
ЗАМЕЧАНИЕ 7. 66. Ковариационная матрица V не вырождена для любого бил­

лиардного стола категории А, но доказательство этого факта достаточно сложное. 

Читатель может найти его в [BSC91, § 7.2] и [BS96, раздел 5]. 

ЗАМЕЧАНИЕ 7.67. Наоборот, для любого ограниченного биллиардного сто­

ла 'D С ~2 ковариационная матрица V вырождена. Это следует из очевидного 
факта, что функции дn(х) равномерно ограничены. 

Предположим, что начальная точка х Е М выбирается случайным 

образом и поднята до единичного квадрата [О, 1] х [О, 1] на универсаль­
ном покрытии JR.2 . Обозначим через q 0 = 1Гq(х) ее начальное положе­
ние в этом квадрате. Тогда положение ее поднятой траектории в момент 

п-го столкновения, назовем его Чn, есть 2D вектор, который удовлетворя­
ет Чn = Чо + дn. Согласно неравенству треугольника, 

следовательно, асимптотическое поведение Чn идентично поведению дn, 

описанному теоремой 7.65. Точнее говоря, Чп/v'п сходится к двумерному 
нормальному закону с нулевым средним и ковариационной матрицей V. 

Далее опишем типичный эксперимент из статистической физики. 

Предположим, что N частиц (электронов) х1 , ••• , XN выбраны случайным 

образом на границах рассеивателей в единичном квадрате [О, 1] х [О, 1] с JR.2 ; 

см. рис. 7.7. Позволим каждой частице двигаться вдоль ее траекто­

рии вплоть до п-го столкновения и запишем их конечные расположе­

ния q1 ( п), ... , ЧN ( п). Тогда распределение результирующих векторов бу­
дет приближенно нормальным с нулевым средним и ковариационной мат­

рицей nV. 
Это классический процесс диффузии, в котором движущиеся частицы 

быстро колеблются между неподвижными препятствиями, но в целом мед­
ленно диффундируют (распространяются) во всех направлениях случайным 

образом. Ковариационная матрица V отражает асимптотическое поведение 
процесса диффузии и называется матрицей диффузии; она характеризует 

форму распределения частицы. Собственные значения V определяют ско­
рость диффузии, а их отношение определяет эксцентриситет. 
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t 

Рис. 7. 7. Начальный выбор случайных частиц в эксперименте 

Критически настроенный читатель должен заметить, что наш ги­

потетический эксперимент не совсем реалистичен: движущиеся частицы 

не синхронизированы, так что каждая из них может подойти к п-му столк­

новению в разное время. Более естественным будет сделать мгновенный 

снимок всего процесса в большой момент времени Т > О, то есть иссле­
довать положения движущихся частиц в момент Т (а не в момент их п-ых 

столкновений). 

Чтобы рассмотреть такую задачу, обозначим расположение движущей­

ся биллиардной частицы в плоском газе Лоренца в момент времени Т че­

рез q(T) и рассмотрим его асимптотическое распределение при Т ~ оо. 

Теорема 7.68. Вектор q(T)/VТ сходится по распределению к дву­
мерному нормшzьному закону с нулевым средним и ковариационной матри­

цей т- 1v. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Доказательство повторяет доказательство [BS81, 
раздел 3]. Для заданного Т > О зафиксируем т = [Т/т]. Вновь обозна­
чим через n(T) = nx (Т) число столкновений, которое испьпывает траек­
тория точки х Е М, в течение времени Т. Тогда q(T) = qn(T) + 0(1), 
так как горизонт ограничен биллиардами категории А. Следовательно, 

Т = тт + 0(1); следовательно, 

q(T) = ( qm_ + qn(T) -_qm +О (-1 )) х (l+O (-1 )) . 
vт~~ rm Гm 
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Очевидно, члены 0(1/ Гт) не могут повлиять на предельное распределе­
ние, так что опустим их. По теореме 7.65 первый член qm/,;mfi= сходится 
по распределению к двумерному нормальному закону с нулевым средним 

и ковариационной матрицей 7-1 V. 
Остается показать, что средний член ( qn(T) - qm) / ,;m7i= сходится к ну­

лю по вероятности, и затем применить лемму 7.47. По теореме 7.64 для лю­
бого е > О существует А = Ае > О такое, что 

µ(Jnx(T) - mJ;;;:: АГт) ~ е. 

Теперь желаемый результат получится, если оба выражения 

1 1 m+j 1 max - L L(Px) 
l:::;;j:::;;AГm Vm i=m 

и 
1 

max --
1:::;;j:::;;AГm Vm 

m 

L L(Px) 
i=m-j 

сходятся к нулю по вероятности. Так как F сохраняет меру µ, достаточно 
рассмотреть 

1 
max --

1:::;;j:::;;AГm Vm 
и 

1 
max --

1 :::;;j:::;; A Гm Гт 

о 

L L(Px) 
i=-j 

УПРАЖНЕНИЕ 7.69. Используя эргодическую теорему Биркгофа, по­

казать, что последние два выражения сходятся к нулю по вероятности. 

Это доказывает теорему 7.68. • 
Вернемся к нашим воображаемым экспериментам. Предположим 

вновь, что N начальных частиц (электронов) х1 , ... , XN случайным обра­

зом выбираются в единичном квадрате [О, 1] х [О, 1] с JR2 • Позволим каж­
дому электрону двигаться вдоль своей траектории вплоть до момента вре­

мени Т и запишем их окончательные положения q 1 (T), ... , qN(T). Тогда 
распределение результирующих векторов будет приближенно нормальным 
с нулевым средним и ковариационной матрицей n7-1 V. Таким образом, 
можно назвать 7- 1 V матрицей диффузии в реальном времени. Заметим, 
что она пропорциональна матрице диффузии в дискретном времени V. 

ЗАМЕЧАНИЕ 7.70. Теоремы 7.65 и 7.68 не применимы к рассеивающим бил­
лиардам типа В. Без горизонта функция возвращения т(х) и функция перемеще­
ния L(x) не ограничены и имеют конечные первые моменты, но бесконечные вто­
рые моменты (упражнение 2.41). В этом случае биллиардная частица может пры­
гать далеко между последовательными столкновениями; такое движение называется 
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баллистическим движением. Таким образом, частица стремится двигаться быстрее, 

чем она это делает в процессе классической диффузии (это поведение теперь мо­

жет быть связано с естественными явлениями, известными как «суnердиффузия» 
и «сверхпроводимость»). Эвристические доказательства [В192] и численные экспе­

рименты [ZE97] подтверждали, что правильным масштабированием для функции 
перемещения qn будет yfnlogn, а не ..jn; то есть qn/.Jnlogn должно сходить­
ся к предельному распределению. О доказательстве этой гипотезы было недавно 

объявлено в [SV04]. 

7 .11. Сплошные прямоугольники 
и прямоугольники Кантора 

В данном параграфе начнем доказывать лемму спаривания 7.24. До­
казательство основано на различных построениях, и сначала рассмотрим 

самое базовое построение - построение прямоугольников. 

В § 6.5 уже использовались области «прямоугольной формы», огра­
ниченные двумя неустойчивыми И-многообразиями и двумя устойчивыми 

И-многообразиями (напомним упражнение 6.11). 

Определение 7.71. Любая замкнутая область .Q С М, ограничен­
ная двумя неустойчивыми И-многообразиями и двумя устойчивыми И-мно­

гообразиями, называется сплошным прямоугольником. Его граница состо­

ит из четырех гладких кривых, которые естественно назвать и-сторонами 

и s-сторонами6 .Q; см. рис. 7.8. 

Сплошной прямоугольник .Q является замыканием его внутренности. 
Для любой внутренней точки х Е .Q неустойчивое И-многообразие WШI(x) 
или пересекает обе s-стороны .Q (как на рис. 7.8), или обрывается где-то в .Q 
(возможно, на своей s-стороне). В первом случае говорят, что WШI(x) полно­
стью пересекает сплошной прямоугольник .Q. Аналогичные понятия при­
меняются к устойчивым И-многообразиям. 

Для заданного сплошного прямоугольника .Q С М обозначим че­
рез !)\ = !J\(.Q) множество точек х Е .Q таких, что оба И-многообра­
зия WШI(x) и WШr(x) полностью пересекают .Q. Множество!)\ имеет есте­
ственную структуру прямого произведения, описанную далее. 

Напомним, что устойчивые многообразия - это убывающие кривые 

в М, а неустойчивые многообразия - это возрастающие кривые; следо­

вательно, любое устойчивое многообразие ws может пересекать любое 
6По техническим причинам предполагается, что четыре угловых точки сплошного прямо­

угольника не являются концевыми точками И-многообразия, образующего его стороны; то есть 

эти И-многообразия могут бьпь расширены за пределы угловой точки. 
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Рис. 7.8. Сплошной прямоугольник .Q. Н-многообразие Wllit(x) полностью пересе­
кает .Q, но Wiffi(x) обрьmается внутри .Q 

неустойчивое многообразие wи только в одной точке; то есть ws n wи или 
одноэлементное, или пустое множество. Для любых х, у ЕМ полагаем 

[х,у]: =WпJr(x)ПWlli!(y). 

УПРАЖНЕНИЕ 7. 72. Показать, что если х, у Е 9'\(.Q), то обе точки 
[х, у] и [у, х] существуют и принадлежат 9'\(.Q). 

Пусть .Q - сплошной прямоугольник. Выберем точку z Е !.)\ = 9'\(.Q) 
и полагаем С= WШJ(z) n 9'\ и D = WпJr(z) n 9'\. Тогда 

9'\ = [С, D]: = {[х, у]: х Е С, у Е D}. 

Кроме того, для каждого w Е 9'\ существует единственное представле­
ние w = [х, у], где х Е С и у Е D, так что множества С и D играют 
роль координатных осей в 9'\. Таким образом, 9'\ имеет структуру прямого 
произведения, но она сильно отличается от .Q; см. следующее упражнение. 

УПРАЖНЕНИЕ 7.73. Показать, что множество 9'\(.Q) замкнуто, но ни­
где не является плотным; то есть это множество ведет себя как канторово 
множество. Указание: для замкнутости см. упражнение 5.24. Затем напом­
ним, что произвольно короткие устойчивые и неустойчивые многообразия 

будут плотными в м (§4.13). 

Это мотивирует введение следующего понятия. 

Определение 7.74. Замкнутое подмножество 9'\ с М называется пря­
моуголышк.ом Кантора, если для любых х, у Е 9'\ имеем е5-=!= [х, у] Е 9'\. 

Любой прямоугольник 9'\ имеет структуру прямого произведения 

9'\ = [С, D], где С= WШI(z) n 9'\ и D = WпJr(z) n 9'\ для некоторого z Е !.)\, 
как и ранее. Прямоугольники нигде не будут плотными. 
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ЗАМЕЧАНИЕ 7. 7 5. Термин «прямоугольнию> имеет интересное происхожде­

ние. Когда марковские разбиения были впервые построены для линейных гипер­

болических автоморфизмов тора [AW67], их элементы были действительно пря­
моугольниками или параллелограммами. Так что элементы разбиения Маркова по­

лучили соответствующие имена. В последующих построениях разбиений Маркова 
(для отображений аксиомы А [Bow70] и биллиардов [BS80, BSC90]) их элемен­
ты были множествами, подобными канторовым множествам со структурой прямо­

го произведения, как и прямоугольники Кантора, но они по традиции назывались 

«прямоугольниками» или «параллелограммамю>. 

Большую часть времени мы будем работать с прямоугольниками Кан­

тора 9\ с Ми только иногда со сплошными прямоугольниками .Q с М. 
Для краткости под прямоугольником будем подразумевать прямоугольник 

Кантора. 

Пусть 9\ - прямоугольник и z Е 9\. Множество С = WЛ\t ( z) n 9\ 
замкнуто и лежит на возрастающей кривой; таким образом, оно имеет две 

экстремальные точки х 1 и х2 (см. рис. 7.9). Аналогично, пусть У1 и У2 
обозначают экстремальные точки множества D = W iffi ( z) n 9\. 

Рис. 7.9. Сплошной прямоугольник .Q(D'\) :J D'\ ограничен четырьмя пунктирными 
линиями 

УПРАЖНЕНИЕ 7.76. Проверить, что два устойчивых Н-многообра­
зия Wiffi(xi), i = 1, 2, и два неустойчивых Н-многообразия WЛ\t(Yi), i = 1, 2, 
образуют сплошной прямоугольник .Q, содержащий 9\. Этот прямоугольник 
будет минимальным; то есть если .Q' :::> 9\ - другой сплошной прямоуголь­
ник, то .Q с .Q'. 

Обозначим данный сплошной прямоугольник через .Q(9\) и назовем 
его оболочкой прямоугольника 9\. 
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Определение 7. 77. Пусть ~ - прямоугольник. Прямоугольник~ 1 С ~ 

называется и-подпрямоугольником, если WJ!il(x) n~ = WШI(x) n~1 для лю­
бой точки х Е ~1 . Аналогично, ~2 С~ называется s-подпрямоугольником, 
если WИ(х) n ~ = WИ(х) n ~2 для любой точки х Е ~2-

УПРАЖНЕНИЕ 7. 78. Доказать, что образ ?(~) прямоугольника ~ 
для любой n Е Z будет конечным или счетным объединением прямоуголь­
ников{~}. Для n >О их прообразы у:--п(~i) будут s-подпрямоугольни­
ками в ~- При n < О они являются u-подпрямоугольниками в ~-

УПРАЖНЕНИЕ 7.79. Проверить, чтоµ(~) >О тогда и только тогда, 
когда для любой (и, следовательно, для каждой) точки z Е ~ имеют место 
соотношения7 \WШI(z) n ~! >О и \WН(z) n ~! >О. Указание: используйте 
абсолютную непрерывность (§§ 5.8 и 6.3). 

В следующих разделах рассмотрим только прямоугольники с положи­

тельной мерой. Назовем 

и . IWffit(x) n ~! 
Р (~) = ;~~ IWffit(x) n .Q(~)I (7.54) 

(минимальной) и-плотностью ~. Аналогично определяется (минимальная) 

s-плотность р8 (~), и величина 

будет называться (минимальной) плотностью прямоугольника ~-

УПРАЖНЕНИЕ 7.80. Показать, что µ(~) > О тогда и только тогда, 
когда р(~) > О. Указание: заметим, что дробь в (7.54) - это непрерыв­
ная функциях, определенная на замкнутом множестве~; следовательно, 

она достигает своего минимума. Затем использовать абсолютную непре­

рывность. 

Очевидно, О ~ ри,s(~) < 1. Если р(~) близко к единице, то прямо­
угольник~ будет «очень плотным»; то есть он будет занимать почти всю 

доступную площадь оболочки ,Q(~). 
Фундаментальная теорема Синая 5.70 гарантирует, что множество 

очень плотных прямоугольников существуют всюду в М (заметим, что это 

справедливо для биллиардов категории А, В и С, но наши доказательства, 

как обычно, ограничиваются категорией А). 

7Обозначим через JWJ длину кривой W. Таким образом, для любого подмноже­
ства В С W выражение JBJ означает одномерную меру Лебега В. 



7.12. «МАГНИТНЫЙ» ПРЯМОУГОЛЬНИК 281 

Предложение 7.81. Для любой точки х Е М, которая имеет ненуле­
вые Н-многообразия Wllif(x) и WШI(x), существует замкнутый прямоуголь­
ник 9t Э х с положительной мерой. Кроме того, для любого r5 > О можно 
найти прямоугольник 9t Э х с плотностью p(9t) > 1 - r5 и такой, что 
точках делит кривые Wllif(x) n.Q(9t) и WШ!(х) n.Q(9t) в отношении меж­
ду 0.5 - 15 и 0.5 + 8; то есть х - это почти геометрический центр .Q(9t). 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Так как Wllif(x) и WШI(x) существуют, имеем 
х Е М \ (S~ U S~00 ). Теперь утверждение несложно вывести из фун­
даментальной теоремы 5.70. 8 

7 .12. «Магнитный» прямоугольник 

В этом параграфе продолжим доказывать лемму спаривания 7.24, по­
строив специальный прямоугольник 9t*, устойчивые многообразия которо­
го будут использоваться для «соединения» (или «связи») точки Fn(uaWa) 
с точками Р(U,вW,в). Прямоугольник 9t*, подобно магниту, будет «притя­
гиваты> Н-компоненты образов наших собственных стандартных семейств. 

Прямоугольник 9t* будет строиться аналогично прямоугольникам 
в предложении 7.81, но с дополнительной осторожностью, чтобы гаран­
тировать лучший контроль за его устойчивыми многообразиями. 

Сначала пусть Wlli[ С М - неустойчивое Н-многообразие. Как 

и в§ 5.9, для каждой точки х Е Wllif и п?: О обозначим через rn(x) расстоя­
ние от точки Р(х) до ближайшей концевой точки И-компоненты P(Wllil), 
которая содержит точку Fn(x). Кроме того, напомним, что riill(x) обознача­
ет расстояние, измеренное вдоль (максимального) устойчивого И-многооб­

разия Wffir(x), от х до ближайшей концевой точки Wiffi(x); см. § 5.12. В этом 
параграфе также было доказано, что 

rllir(x)?: minд- 1 лnrn(x), (7.55) 
n;;.o 

где А > 1 - минимальный коэффициент растяжения (4.19), а С = 

С ( V) > О --:._:~остоянная. 
Пусть W с Wlli) - подкривая (выберем ее позже). Для заданного к> О 

полагаем 

(7.56) 

Заметим, что подмножество Wк С W замкнуто. Благодаря (7.55) име­
ем rllir(x)?: к для каждого х Е Wк. Обозначим через 

Sк(W) = {Wllir(x): х Е Wк} 
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множество соответствующих устойчивых Н-~огообразий (все они продол­

жаются на расстояние;;::: к в обе стороны от W). 

Так как Wк - замкнутое множество, у него есть две экстремальные 

точки х 1 и х2 на кривой W, которые соответствуют двум экстремальным 
И-многообразиям Wiffi(x1 ) и Wiffi(x2) в семействе 6к(W). Будем говорить, 
что неустойчивая кривая W полностью пересекает семейство 6к(W), если 
она пересекает все И-многообразия Wiffi Е 6к(W). 

Обозначим через g~(W) семейство всех неустойчивых И-многообра­

зий Wiffi СМ, которые полностью пересекают семейство 6к(W). Наконец, 
пусть 

обозначает прямоугольник, образованный нашими двумя семействами 

устойчивых и неустойчивых И-многообразий. Заметим, что это замкнутый 

прямоугольник. 

Предложение 7.82. Для любого д > О существуют подкривые W CWiffi 
и к > О такие, что прямоугольник 9'\* = 9'tк(W) имеет плотность 
р(9'\*) > 1 - д. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Сначала пусть W = Wiffi. Из результатов § 5.12 

следует, что IW \ Uк>oWкl = О. Выберем к > О тако~ что [Wкl >,.О: 
и выберем точку плотности Лебега z Е Wк на кривой W. Уменьшим W 
так, что эта кривая становится малой окрестностью z. Оставшаяся часть 
доказательства совпадает с доказательством предложения 7.81. • 

В дальнейшем выберем малое д > О и зафиксируем соответствую­

щие W С Wiffi и к > О и специальный прямоугольник 9'\* = 9'\к(W), 

построенный в предложении ранее. Обозначим 6 = 6 к (W) для краткости 
и, немного запутывая изложение, обозначим также через 6 объединение 
всех И-многообразий Wiffi Е 6. 

Заметим, что W к = W n 6. Для любой неустойчивой кривой W, кото­
рая полностью пересекает 6, полагаем Wк: = W n 6. 

Далее, для любой стандартной пары (W, v) и любой п ;;::: О обозначим 
через Wn,i все И-компоненты ?(W), которые полностью пересекают 6, 
и полагаем 

(7.57) 
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Предложение 7.83. Существуют постоянные n1 ;?: 1 и d1 >О такие, 

что для любой собствеююй стандартной пары и любого п ;?: n1 

(7.58) 

Это свойство легко распространяется на собственные стандартные се­

мейства с очевидным обозначением. 

Следствие 7 .84. Существуют постоянные по ;?: 1 и do > О такие, 
что для любого собственного стандартного семейства Q = {(Wa, va)} 
и любого п ;?: по 

(7.59) 

Доказательство предложения 7.83 следует из доказательства [BSC91, 
теорема 3.13]. Оно основано на свойствах перемешивания F, установлен­
ных в § 6.7. В действительности из перемешивания F относительно легко 
следовало бы (7.58), если бы бьши включены все И-компоненты P(W) 
в (7.57). Но поскольку интерес представляют только те многообразия, ко­
торые полностью пересекают 6 (частичные пересечения здесь не учитыва­
ются), нам необходимо дополнительное построение, чтобы гарантировать 

полное пересечение. 

Определение 7.85. Говорят, что неустойчивая кривая wи собственно 

пересекает прямоугольник 9\, если: 

(а) wи пересекает обе s-стороны .Q(9\); 

(Ь) для каждого х Е 9\ выполнено соотношение wи n Wllif ( х) n .Q(9\) = .0; 
то есть wи не пересекает неустойчивых многообразий 9\; 

(с) для каждого х Е 9\ точка wи n WEi(x) делит кривую WEi(x) n .Q(9\) 
в отношении между 0.1и0.9; то есть wи не подходит слишком близко 

ни к одной из u-сторон .Q(9\); 

(d) р8 (9\) > 0.99. 

УПРАЖНЕНИЕ 7.86. Показать, что любая неустойчивая кривая wи 

собственно пересекает прямоугольник 9\. Указание: если кривая wи не сов­
падает с любой кривой разрыва S с si:ir

00
, используйте предложение 7.81. 

В ином случае требуется более аккуратное доказательство, которое повто­

ряет доказательство теоремы 6.14; оставим его читателю. 
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Лемма 7.87. Для любого q > О существует конечная совокупность 
прямоугольников 9'-t 1, ... , 9'-tm, таких, что любая неустойчивая кривая wи 
длины ~ q собственно пересекает по меньшей мере одну из них. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Расстояние Хаусдорфа между неустойчивыми 

кривыми W1 , W2 с М имеет вид 

distн(W1, W2 ) =шах sup dist(x, Wз-i)· 
i=l,2xEW; 

Если последовательность неустойчивых кривых Wi сходится в метрике Ха­
усдорфа к кривой W СМ, то W - это также неустойчивая кривая. Следо­

вательно, множество замкнутых неустойчивых кривых длины ~ q с метри­
кой Хаусдорфа компактно. Кроме того, легко понять, что если неустойчи­

вая кривая W собственно пересекает прямоугольник 9'-t, то все неустойчи­
вые кривые, которые достаточно близки к W в метрике Хаусдорфа, также 
собственно пересекают 9'-t. Таким образом, каждый прямоугольник 9'-t пе­
ресекается собственно открытым (хотя и, возможно, пустым) множеством 

неустойчивых кривых. Лемма следует из стандартного доказательства ком­

пактности. • 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ПРЕДЛОЖЕНИЯ 7.83. Выберем и зафиксируем ко­
нечную совокупность прямоугольников 9'-t1, ... , 9'-tm, такую, что неустойчи­
вая кривая каждой собственной стандартной пары собственно пересекает 

одну из них. 

Пусть (W, v) - собственная стандартная пара; она собственно пересе­

кает прямоугольник 9'-tk для некоторого 1 ~ k ~ m. Для любого п ~ 1 мно­
жество Р (9'-tk) - это конечное или счетное объединение прямоугольников; 
обозначим их через 9'-tk п i, i ~ 1. Напомним, что 9'-t_k п i: = .r-n(9'-tk п i) -
это s-подпрямоугольни~ ~ 9'-tk для каждого i; см. упраЖнение 7.78. ' ' 

УПРАЖНЕНИЕ 7. 8 8. Показать, что отображение .1iffi гладкое на каждом 
сплошном прямоугольнике .0(9'-t.k,n,i). С другой стороны, любые два сплош­
ных прямоугольника .0(9'-t.k,n,i) и .0(9'-t.k,n) с i =/= j отделены по крайней 

мере одной кривой разрыва множества S'!!, проходящих из одной и-сторо­
ны .Q(9'-tk) к другой (и таким образом пересекающих W); см. рис. 7.10. 
Указание: используйте свойство продолжения особенностей(§ 4.9 и упраж­
нение 5.16). 

Обозначим через Wn,j все И-компоненты P(W). Как следует из пре­
дыдущего упражнения, каждый сплошной прямоугольник .0(9'-tk,n,i) пе-
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Рис. 7.10. Упражнение 7.88: серыми подпрямоугольниками обозначены D'tk,n,j; 
пунктирные кривые - это особенности 

ресекается в точности одной И-компонентой Wn,j и каждая И-ком­

понента Wn,j пересекает самое большее один сплошной прямоуголь­

ник .Q(D'tk,n,i). Их можно перенумеровать так, что каждый сплошной пря­
моугольник .Q(D'tk,n,i) пересекается Wn,i· 

Вернемся к нашему специальному прямоугольнику 9'* (магниту). 

Из абсолютной непрерывности следует, что почти каждая точка (по ме­

реµ) у Е 9'* есть точка плотности Лебега множества Wiffi(y) n 9'* на кри­
вой W Jill (у). Необходимо поработать над подмножеством ЧJ * С 9'*, где усло­
вие плотности «равномерное». 

Следствие 7.89. Для любого е > О существует б* > О и подмно­

жество ЧJ* с 9'* такое, что µ(ЧJ*) > О, и для любого устойчивого 
Я-многообразия Wiffi такого, что Wiffi n чз* #- JZ5 и IWJilll < б*, имеем 
IWJill n D't* l/IWJilll ~ 1 - е. 

Зафиксируем малое е >О и соответствующие б* >О и ЧJ*. 

Из перемешивания :F следует, что для всех п ~ п~ 

(7.60) 

где п~ ~ 1, d' > О можно считать не зависящими от k и от стандартной 
пары (W, 11) (это вытекает из конечности совокупности {D'tk}). 
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Лемма 7.90. Если l.µ*n9'tk,n,i =f 121, то соответствующаяН-компонен­
та Wn,i полностью пересекает прямоугольник 9't* (здесь предполагается, 
что п достаточно большое, п ~ п~ для постоянной п~ ~ 1 ). 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть s.µ* n 9'tk,n,i =f 121. Выберем точку у Е s.µ*n 
n9'tk,n,i и рассмотрим устойчивое И-многообразие Wiffi: = Wiffi(F-ny)n 
n,Q(9'tk)· Если п - достаточно большое, то его образ Wiffi: = P(Wiill) 
короче, чем 8*; следовательно, IWJill n 9't*l/IWJilll ~ 1 - Е: благодаря след­
ствию 7.89. Если Е: достаточно мало, то свойства (с) и (d) собственного пе­
ресечения (определение 7.85) гарантируют, что кривая Wiffi содержит много 
точек, принадлежащих множеству 9't* n 9'tk,n,i· В действительности нужны 
только две точки, по одной на каждой стороне кривой Wn,i; назовем их У1 
и у2 . Теперь пересечение WJill n Wn,i лежит между двумя точками: 

У1, У2 Е WJill П 9't* П 9'tk,n,i· 

Пусть ,Q0 обозначает сплошной прямоугольник, ограниченный двумя s-сто­

ронами ,Q(9't*) и двумя неустойчивыми И-многообразиями Wllif(Yi), i = 1, 2 
(см. рис. 7.11). 

УПРАЖНЕНИЕ 7. 91. Показать, что отображение Fiii!n гладкое на ,Q0
. 

Указание: использовать свойство продолжения особенностей (§ 4.9 и уп­
ражнение 5.16). 

Гладкость Fiii!n внутри ,Q0 гарантирует, что Wn,i не может оборваться 
там. Кроме того, оно не может пересекать и-стороны ,Q0 по свойству (Ъ) 
собственного пересечения (определение 7.85), так что оно должно полно­
стью пересечь 9't*. Лемма 7.90 доказана. • 

1 
1 

/ 

Рис. 7.11. Доказательство леммы 7.90 
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Чтобы закончить доказательство предложения 7.83, запишем 

;::: Cmind' >О. 

Здесь использовались ограничения на искажения, абсолютная непре­

рывность и (7.60). Постоянная Ck > О (появившаяся из ограничений 
на искажения и абсолютной непрерывности) зависит от k, но Cmin: = 
= min1,;;;k:;;;m Ck >О не зависит от k, то есть от стандартной пары (W, v). 
Это справедливо для всех п ;::: max { п~, п~}. 8 

ЗАМЕЧАНИЕ 7.92. В предложении 7.83 предполагалось, что стандартная па­
ра (W, v) является собственной. Если это не так, то необходимо подождать, пока 
ее образ F"'(W) не станет собственным стандартным семейством для некоторо­
го m ~ 1, и затем применить следствие 7.84, заменив по на по+ m. Напомним, что 
время ожидания здесь равно m = xjln IWI\; см. замечание 7.35. 

7.13. Промежутки, восстановление, остановка 

Опишем общую стратегию доказательства леммы спаривания 7.24. 
Предположим для простоты, что по = 100 и d0 = 0.01 в следствии 7.84. 
Для заданного собственного стандартного семейства Q = {(Wa, va)} по­
сле 100 итераций :F по крайней мере 1 % его образа будет «на магни­
те». То же самое применимо в другому собственному стандартному се­

мейству & = {(W13, v13)}, так что в этот момент времени 1 % их образов 
могут быть соединены, или «связаньш, с помощью устойчивых И-многооб­

разий WИ Е 6. Что же делать с оставшимися 99 % их образов? 
Если эти оставшиеся части образуют собственные стандартные семей­

ства, то вновь можно провести 100 итераций :F и снова связать 1 % их 
образов. Таким образом, после 100п итераций :F будут связаны все, кро­
ме 0.99n образов начальных стандартных семейств Q и &. Это дает нам 
экспоненциальную оценку хвоста (7.15) и доказывает лемму спаривания. 

Однако в этом плане есть сложность: после каждого спаривания остав­

шиеся 99 % образов будут образовывать стандартное семейство, которое 
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не является собственным. Действительно, для любой И-компоненты W, 
которая полностью пересекает 6, «связанные» точки х Е W n !.п* образуют 
замкнутое нигде не плотное (канторово) множество на кривой W, так что 
его дополнение будет счетным объединением очень коротких кривых, сре­

ди которых будет много произвольно коротких. Каждой кривой необходи­

мо определенное время, чтобы вырасти (восстановить размер, чтобы стать 

собственным стандартным семейством), и более мелкие части будут расти 
дольше перед полным восстановлением. Чтобы учесть необходимый рост 

перед восстановлением, необходимы дополнительные построения, описы­

ваемые далее. 

Пусть Р = (W, v) - стандартная пара такая, что W полностью пе­
ресекает семейство 6 (магнит), построенное в предыдущем параграфе. 

Тогда Wк = W n 6 - это замкнутое нигде не плотное множество на кри­

вой W и его дополнение W \ W"' состоит из бесконечного числа интерва­
лов; назовем их промежутками в W"'. Эти промежутки естественным обра-
зо~ соответствуют связным компонентам множества W \ W"' (промежутки 
в Wк) (см. рис. 7.12), которые созданы точками х Е W, удовлетворяющими 
rп(х) < дл-пк, в соответствии с (7.56). 

Пусть V с W \ W"' - интервал. Назовем величину 

п = min{i ~ 1: ri(x) < дл-iк для некоторого х Е V} 

рангом V. Очевидно, каждый промежуток в Wk имеет свой ранг. 

УПРАЖНЕНИЕ 7 .93. Показать, что если ранг V = п, то _pi-l (V) - это 
кривая длины~ сл-п для некоторой постоянной С= C('D) > О. Указа­
ние: рассмотреть И-компоненты _pi-l (W), содержащие y:n-l (V), показать, 

Рис. 7.12. Промежуток V в W \ W" соответствует промежутку V в W \ Wк 
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что кривая пересекает (С Л -п )-окрестность множества особенностей 51НI 
для некоторой постоянной С > О, затем доказать, что она должна пересе­
кать эrу окрестность полностью (если она обрывается где-то внутри этой 

окрестности, то до этого она должна иметь разрывы из-за особенностей). 

Каждый промежуток V с W \ W,.. соответствует промежутку V с 
с W \ W,.. с рангом п ~ 1; в этом случае говорят, что V сам имеет ранг п. 
Концевые точки V связаны с точками V устойчивыми Н-многообразиями 
wтr Е 6 (см. рис. 7.12); следовательно, их образы ;:-п- 1 (v) и у:-п- 1 (v) 
должны находиться экспоненциально близко друг к другу (расстояние меж-

ду ними «: л-п). Следовательно, jFп- 1 (V)j ~ ~сл-п. Тогда множе­
ство ;:-n(z+xlnЛ)(V) будет собственным стандартным семейством в соот­
ветствии с замечаниями 7.35 и 7.92. 

Введем функцию восстановления времени rp(x) на W \ W,.., пола­
гая rp(x) = [п(2 + xlnЛ)], где п - ранг промежутка V с W \ W,.., содер­
жащий точку х (заметим, что функция rp(x) теперь постоянна на каждом 
промежутке). 

УПРАЖНЕНИЕ 7.94. Показать, что для всех п ~ 1 

(7.61) 

Указание: используйте вторую лемму о росте (теорема 5.53). 

Далее, пусть sp(x) - другая функция на W \ W,.. (со значениями в N) 
такая, что 

sp(x) = const на каждом промежутке V с W \ W,.. (7.62) 

и 

sp(x) ~ rp(x) +по. (7.63) 

Так как обе функции rp и sp постоянны на каждом промежутке V, будем 
иногда обозначать их значения через rp (V) и sp (V) соответственно. 

Теперь применим следствие 7.84 к каждому промежутку V с W \ W,.. 
(точнее, к образу .P'P(V)(V); ер. с замечаниями 7.35 и 7.92) 

(7.64) 

в обозначениях (7.57). Другими словами, в момент n = sp(V) dо-дробь 
образа .P'(V) будет «на магните». В этот момент времени образ .P'(V) 
может быть «остановлен» и часть его (которая пересекает магнит 6) может 
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быть связана с соответствующим образом другого собственного стандарт­

ного семейства (это будет проделано в следующем разделе). Назовем sp 

функцией времени остановки. 

Заметим, что время остановки sp не полностью определяется (7.62) 
и (7.63); это будет целью следующего предложения. 

Предложение 7.95. Функция времени остановки sp(x) может быть 
определена на W \ Wк (см. замечание ниже) так, что для всех п Е N 

v(x Е W \ Wк: sp(x) = п) 
v(W \ Wк) = qn, (7.65) 

где { qn} - последовательность, удовлетворяющая 

Lqn = 1 и qn < const(}n (7.66) 

для некоторого (} Е ( Л -1, 1). Кроме того, последовательность { qп} 
не зависит от Р; то есть она одна и та же для всех стандартных 

пар Р = (W, 11 ), так что W полностью пересекает семейство 6. 

Опишем сначала идею доказательства. Благодаря (7.61) несложно 
определить sp так, чтобы для всех п > О 

v(x Е W \ Wк: sp(x) = п) 
---''--------------'-- ~ const еп. 

v(W \ Wк) 
(7.67) 

По-прежнему при определении функции sp нет существенных ограниче­
ний, и нам хотелось бы выбрать ее так, чтобы удовлетворить (7.65) с по­
следовательностью { qn}, независимой от Р. Наша идея иллюстрируется 
следующим упражнением. 

УПРАЖНЕНИЕ 7.96. Пусть 9а.: [О, 1] --+ N - (счетное или несчет­
ное) семейство функций, значения которых - натуральные числа такие, 
что для всех п ~ 1 

m(x Е [О, 1]: 9а.(х) ~ п) ::::;: е-п, 

где m обозначает меру Лебега на [О, 1]. Показать, что существуют последо­
вательность { qn} такая, что qn ~ e-n, и семейство функций f а.: [О, 1] --+ N 
таких, что 

'Va 'Vx 
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и 

m(x Е [О, 1): fa(x) = п) = qn 

(заметим, что последовательность { qn} должна быть независимой от а). 
Указание: рассмотреть последовательность ma,n = m(x: 9а(х) = п). 

Данное упражнение доказывается относительно просто, по сравне­

нию с предложением 7.95, так как функции fa должны быть определе­
ны на непрерывном интервале [О, 1]. В нашем случае функции времени 
остановки sp должны быть постоянными на каждом промежутке, соглас­

но (7.62), так что они фактически определены на дискретном (счетном) 
множестве промежутков. Таким образом, их распределение в смысле (7.65) 
труднее регулировать. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ПРЕДЛОЖЕНИЯ 7.95. Сделаем область функции 
времени остановки эффективно непрерывной, разделив каждый промежу­

ток V на несчетное семейство «более тонких» кривых с помощью пря­
моугольников, описанных в § 7.5. Точнее, заменим несколько промежут­
ков V прямоугольником V х [О, 1). Тогда можно разделить прямоугольник 
на подпрямоугольники V х I1, где I1 С [О, 1) - подынтервалы. Определим 
величину sp так, что она принимает различные значения на каждом под­

прямоугольнике I1. Размеры подынтервалов I1 с [О, 1) должны выбираться 
так, чтобы гарантировать выполнение (7.65) и (7.66); это можно сделать 
используя упражнение 7.96, так как концевые точки 11 могут выбираться 
из непрерывного множества [О, 1]. 

Поскольку величина sp теперь постоянна на каждом подпрямоуголь­

нике V х I1, последний может схлопнуться в кривую Vj, которая геомет­
рически совпадает с промежутком V, но несет меру, отличную от v: она 
несет меру v, умноженную на II1I· В итоге получим счетное семейство 
кривых {Vj }, и функция sp будет постоянной на каждом из них, что и тре­
бовалось доказать. • 

ЗАМЕЧАНИЕ 7.97. Заметим, что в доказательстве предложения 7.95 необходи­
мо разбить несколько компонент W С Wк на конечное или счетное число (геомет­
рически тождественных) кривых, каждую с разным весом, и определить функцию 

времени остановки s-p отдельно для каждой кривой. Эта небольшая корреIСТИровка 
необходима, чтобы сделать предложение точным. 

7.14. Построение отображения спаривания 

Вернемся к построению отображения спаривания е: Ua w <> - Urз Wrз 
из леммы 7 .24. Будем использовать рекурсивный алгоритмический подход. 
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Первые два шага нашего построения будут описаны подробно; дальнейшая 

процедура станет очевидной. 

Напомним, что заданы два собственных стандартных семейства 9 = 
= (Wa, va), а Е !Х, и & = (W,в, v,в), (3 Е ~'с соответствующими мерами µg 
и µс;. Обозначим через fJ = (Wa, ila) и е = (W,в, il,в) соответствующие 
семейства прямоугольников и определим две вероятностные меры /J,g и /J,e 
на объединениях Ua Wa и U,в W,в соответственно. 

Определим первую функцию времени остановки s0 на объединени-

ях Ua Wa и U,в W,в как постоянную s0 (x, t) = по. В момент s0 = по 
несколько И-компонент образов ? 0 (ua Wa ) и ? 0 (U,вW,в ) будут пол­
ностью пересекать магнит 6, а полная мера соответствующих пересечений 
с 6 будет?: d0 (см. следствие 7.84). 

Для каждой И-компоненты Wa,so,i образа P 0 (Wa), которая полно-
стью пересекает 6, рассмотрим соответствующий прямоугольник Wa,so,i = 

Wa,so,i Х [0,1). Разделим подпрямоугольник Wa,so,i х [О,та:,i) 
с О < т a,i ::;; 0.5 так, что 

/J,g(UaWa,1) = d: = do/2, (7.68) 

где 

Wa,l = { (х, t) Е Wa: F8°(x) Е Wa,so,i n 6 

и t Е [О, т a,i) для некоторого i}. 

Это можно легко сделать благодаря следствию 7.84: если µg (ua Wa,s 0 ,") =do 
в (7.59), то полагаем т a,i = 0.5 для всех а и i. Если неравенство в (7.59) 
строгое, то у нас «слишком много удовольствий сразу». Тогда снизим неко­

торые из т a,i, чтобы сделать (7.68) точным. 
Добавим над W знаки «тильда>>, чтобы обозначить подмножест­

ва Ua Wa. на которых определяется отображение спаривания е. На первом 
шаге нашего построения 8 должно переводить точки (х, t) Е Ua Wa,l в точ­

ки (у, s) Е U ,в W ,в такие, что ? 0 ( х) и ? 0 (у) лежат на том же устойчивом 
И-многообразии WП Е 6. Оно также должно сохранять меру (то есть пе-

реводить /J,g в 'fie). Чтобы правильно определить 8 на мно~стве Ua Wa,1, 

опишем сначала его образ, который обозначим через U,вW,в, 1 (здесь ин­
декс 1 обозначает первый шаг построе~). 

Существует соблазн определить W,в, 1 таки~ же обр~м, как было 

определено Wa,l· В этом случае множества U,вW,в,1 и U,"Wa,l имели бы 
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ту же полную меру ( = d) и их ? 0 -образы лежали бы на том же устойчи­

вом И-многообразии Wiffi Е 6, но этого может быть недостаточно, так как 
такое отображение может не сохранять меру. Действительно, для некоторо-

го Wiffi Е 6 пересечения Wiffi n ? 0 (UaWa,1) и Wiffi n Р0 (U,вW,в,1) могут 
нести разные «величины» мер 'jig и 'jit; соответственно. Причина для этого 
возможного «несоответствия» объясняется следующим образом. 

УПРАЖНЕНИЕ 7.98. Предположим, что плотность меры ? 0 (µ9 ) по­
стоянна (равномерна) на каждой И-компоненте F 80 (Wa), которая полно­
стью пересекает магнит 6. Сделаем подобное предположение для плот­
ности другой меры ? 0 (µt:). Дополнительно предположим, что якобиан 
голономных отображений между И-компонентами ? 0 (Wa) и компонен­
тами ?0 (W,в), которые полностью пересекают магнит 9, постоянен (ска­
жем, равен единице). Показать, что равномерные плотности на И-компо­

нентах ? 0 (Wa) будут переведены в равномерные плотности на И-компо­
нентах ?0 (W,в). Прийти к выводу, что несоответствий не будет; то есть 
отображение е сохраняло бы меру. 

Данное упражнение описывает «идеальную» (невозможную) ситуа­

цию. В действительности плотности наших мер могут варьироваться вдоль 

наших И-компонент, а якобиан голономного отображения может также из­
меняться и отличаться от единицы. Чтобы поработать с этими явлениями, 

сначала предположим, без потери общности, что диаметр «специального 

прямоугольника»!){*' построенного в§ 7.12, очень мал, так что соответству­
ющие осцилляции плотностей малы (скажем, отношение плотностей в раз­

личных точках на той же самой И-компоненте лежит между 0.99 и 1.01), 
а якобиан голономного отображения принимает значения в узком интервале 

вокруг единицы, скажем в [0.99, 1:_:,01]. 
Определим множество U,вW,в, 1 следующим образом. Для каждой 

И-компоненты W,в,s0 ,j С ?0 (W,в), которая полностью пересекает маг­
нит 6, построим функцию т,в,j(У) на W,в,so,j n 6 со значениями в ин­
тервале [О, 0.6] и затем полагаем 

W,в,1 = {(у, t) Е W,в: F8° (у) Е W,в,s0 ,j П 6 

и t Е [О, т,в,j(Р0 у)] для некоторого j}. 

Функции т ,6,j можно построить так, чтобы для каждого устойчиво­

го И-многообразия Wiffi Е 6 пересечения Wiffi n P 0 (UaWa,1) и Wiffin 
n?0 (U,вW,в, 1 ) несли такую же «величину» мер 'jig и 'jit; соответственно. 
Именно по этой причине функции т ,в,j нуждаются в некотором простран­

стве, так что их значения можно отрегулировать соответствующим образом, 
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и именно поэтому функциям позволено увеличиваться до 0.6 (по сравнению 
С Т a,i ~ 0.5). 

Кроме того, так как плотности мер для стандартных пар динамически 

непрерывны по Гельдеру (7.11), как и якобиан голономного отображения 
(предложение 5.48), то функции т;з,j(У) также будут динамически непре­
рывны по Гельдеру; то есть они удовлетворяют 

j lnт;з,j(y) - lnт;з,j(z)I ~ CoOs+(y,z) (7.69) 

для некоторой постоянной Со > О. 
Ес~ственным_ образом определим отображение спаривания 

е: Ц" Wa, 1 -+ U;з W,в,1 , которое сохраняет меру и спаривает точки, ?0 -об­
разы которых лежат на том же самом устойчивом многообразии семей­

ства 6. Заметим, что 

(7.70) 

где постоянная d = d0 /2 бьmа введена в (7.68). Наконец, определим значе­

ние функции времени спаривания Y(x,t) = s0 на UaWa,l· Это завершает 
первый шаг нашего построения отображения спаривания е. 

Перед тем как перейти на второй шаг, необходимо «провести инвента­

ризацию» оставшихся (неспаренных) частей семейства g и f, и представить 
их образы в момент s0 через объединение нескольких прямоугольников. 
С этой целью определим сначала постоянную функцию та,i(х) на каждой 
И-компоненте Wa,so,i образа :F8°(Wa), которая полностью пересекает 6 
так, что Tai,i(x) = та,i, где Ta,i -это постоянная, выбранная ранее (перед 
уравнением (7.68)). 

Напротив, функция т;з,j(у), определенная ранее, на канторовом под­
множестве W,в,s0,jП6 С W;з,so,j не будет постоянной. Продолжим ее на всю 
кривую W;з,s0 ,j с помощью линейной интерполяции (сделаем ее линейной 

на каждом промежутке V С W;з,s0 ,j \ 6 и всюду непрерывной). График т;з,j 
делит прямоугольник W,в,s0 ,j х [О, 1] на две части («подпрямоугольники», 
каждый с нерегулярной стороной; см. рис. 7.13). 

УПРАЖНЕНИЕ 7.99. Проверить, что функция т;з,j(у) после своего 
продолжения на W;з,s0 ,j по-прежнему будет динамически непрерывной по 

Гельдеру в смысле (7.69). 

Теперь «несвязанные» множества Ua?0 (Wa \ Wa, 1 ) и U;з:F8° (W;з \ 
\ W,в,1) состоят из связных компонент трех типов. 
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Рис. 7.13. Разбиение прямоугольника над Н-компонентой W13,80 ,j: нерегулярная ли­
ния в середине - это график функции r13,j(y); он отделяет «верхний подпрямо­
угольник» (второго типа) от нижней трапеции (третьего типа) 

Первый тип: прямоугольники, соответствующие И-компонентам 

.P'0 (Wa:) и .P'0 (W13), которые не полностью пересекают магнит 6; они 
никак не модифицировались. 

Второй тип: «верхние подпрямоугольники» 

{(х, t): ХЕ Wa,so,i & t Е [та:,i(х), 1]} (7. 71) 

и подобные им области 

{(у, t): у Е W13,s 0 ,j & t Е [т13,j(х), 1]} (7.72) 

(последние не являются истинными подпрямоугольниками; одна их сто­

рона «рваная», как показано на рис. 7.13). Все эти области (7.71)-(7.72) 
имеют достаточно длинные основания (длиннее, чем размер специального 

прямоугольника 9'{:* в своем неустойчивом направлении). 

Третий тип: «нижние подпрямоугольники» 

{(х, t): х Е V & t Е (О, т a:,i(x)]}, 

построенные на промежутках V С Wa,sa,i \ 6, и подобные им области 

{(y,t): у Е V' & t Е [О,т13,j(у)]}, 

построенные на промежутках V' С Wд,so,j \ 6 (последние являются трапе­
циями, как показано на рис. 7.13). 
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Далее мы «поправим» нерегулярные стороны прямоугольников второ­

го и третьего типа с помощью простого алгоритма: он состоит в растяги­

вании каждого вертикального (то есть параллельного оси t) волокна внут­
ри каждого прямоугольника. Точнее говоря, для заданного «прямоугольни­

ка» W1 = {(х, t): х Е W & t Е [О, т(х)]}, где W - это неустойчивая кривая 
и т(х): W _, [О, 1] -это непрерывная функция, снабженная вероятностной 
мерой dV(x, t) = р(х) dx dt, преобразуем интервал [О, т(х)] на единичный 
интервал [О, 1] линейно в каждой точке х Е W и, таким образом, получим 

прямоугольник полной высоты W = W х [О, 1] с мерой 

Р1(х) = т(х) р(х). (7.73) 

Напомним, что «функция потолка» т(х) динамически непрерывна по Гель­
деру для прямоугольников второго и третьего типов (ер. с (7.69) и упраж­
нением 7.99), и такой же будет любая регулярная плотность р(х) соглас­
но (7.11). Следовательно, новая плотность р1(х), определенная в (7.73), 
также будет динамически непрерывной по Гельдеру, а именно: 

(7.74) 

Безусловно, постоянная С = Со + Cr больше, чем Cr в (7.11), так что 
плотность р1 ( х) не обязана быть регулярной. Но ее образы сглаживаются 
и становятся регулярными достаточно быстро. 

УПРАЖНЕНИЕ 7.100. Показать, что существует постоянная то ~ 1 
такая, что кривая W с плотностью р1 ( х) на ней, как определено в (7. 73 ), 
будет преобразована :F"'0 в И-компоненты, на которых порожденные плот­
ности будут регулярны. Указание: использовать ограничения на искажения 

из § 5.6 и напомним, что Cr в (7.11) предполагается достаточно большим. 
В действительности, делая в случае необходимости Cr больше, даже можно 
гарантировать, что то = 1; то есть плотности регуляризируются сразу же. 

Таким образом, оставшиеся (несвязанные) множества 

(7.75) 

являются объединениями прямоугольников полной (единичной) высоты. 

Обозначим семейства этих прямоугольников через 91 = {Wa,1} и Е1 = 
= {W ~} соответственно. (Заметим, что .Р'0 -образ «старого прямо~ль­
ника» Wa может содержать счетное число «новых» прямоугольников Wa,l· 
Таким образом, необходимо переиндексировать наши семейства, так что 
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новые индексы а и (3 могут не соответствовать старым индексам, исполь­
зуемым для оригинального семейства g и&, но это не страшно.) 

Таким образом, получаем два новых семейства 91 и f1, каждое несет 
меру, порожденную ?0 -образом оригинальной меры (/ig или 'fi,t;). Согласо­
вание порожденных мер на новых семействах 91 и &_ дает две вероятност­
ные меры на них, которые назовем Д91 и де1 соответственно. Плотности 
новых мер Д91 и /J,f

1 
могут быть не регулярны, но их образы становятся 

регулярными всего лишь за :'( m 0 итераций на :F (или даже через один 
шаг; см. упражнение 7.100), так что на это небольшое неудобство можно 
не обращать внимание. 

Главная сложность, как говорилось в § 7.13, состоит в том, что но­
вые семейства 91 и f 1 могут не быть собственными, так как они содер­
жат огромное число произвольно малых прямоугольников третьего типа, 

созданных в промежутках магнита 6. Безусловно, если определить ме­
ры Д91 и де на объединении прямоугольников первого и второго типов, 
то, таким образом, приведенные семейства (хотя и не обязательно соб­
ственные) будут, очевидно, восстанавливаться и станут собственными стан­

дартными семействами всего лишь за несколько итераций :F. Проверка 
этого простого факта остается читателю. Можно предположить, что прямо­

угольники первого и второго типа уже образуют собственное стандартное 

семейство. 

Однако на прямоугольниках третьего типа время восстановления мо­

жет варьироваться серьезным образом согласно § 7 .13. Определим функцию 
времени остановки s 1 (x, t) на прямоугольниках третьего типа, как описано 
в предложении 7.95. Функция s 1 принимает значения в N, является по­
стоянной на каждом прямоугольнике и соответствует времени, когда образ 
прямоугольника становится собственным стандартным семейством плюс 

дополнительно п0 итераций :F. 
Также необходимо определить функцию времени остановки s 1 на пря­

моугольниках первого и второго типов, так что она принимает значения в N, 
постоянна на каждом прямоугольнике и ее общее распределение на всех 
прямоугольниках согласовано с распределением, описанном в предложе­

нии 7.95; то есть 

'Vn Е N (7.76) 

и 

'Vn Е N (7.77) 

с той же самой последовательностью { qn}, как и в (7.65)-(7.66). 



298 ГЛАВА 7 

Для того чтобы определить такую функцию s1 и гарантировать (7.76) 
и (73..._7), на~ может потребоваться разделить несколько прямоугольни­
ков Wa,1 и W,в,1 первого и второго типов на «более тонкие» подпрямо­
угольники, как мы делали это в доказательстве предложения 7.95, и опреде­
лим s 1 отдельно на каждом подпрямоугольнике. Если читатель разобрался 

с доказательством предложения 7.95, это будет несложной задачей, и мы 
оставляем ее читателю. 

Теперь мы в находимся в положении, очень похожем на положение, 

в котором мы бьши в начале этого раздела. Для каждого прямоугольни­

ка Wa,1 множество ? 1 (Wa,1) с порожденной мерой будет собственным 
семейством, содержащим Н-компоненты, полностью пересекающие маг­

нит 6, и их пересечения с 6 будут иметь относительную меру? do благо­
даря следствию 7.84: 

Дg1 (Wa,l,s1 ,*) 

де1 (Wa,1) 
и 

д~1 (W.в,1,s1,*) 
дti (W,в,1) 

(7.78) 

для каждого а и /3, в обозначениях (7.57)-(7.58). Заметим, что s1 постоянна 

на каждом прямоугольнике Wa,l и W,в, 1 , так что эти обозначения имеют 
смысл. 

Очевидно, величина s1 в (7.78) зависит от а (или /3). В дальнейшем 
сгруппируем прямоугольники Wa,l и W,в, 1 , на которых функция s1 прини­
мает одинаковое значение. В частности, имеем 

(7.79) 

и, аналогично, 

(7.80) 

как следствие (7.76)-(7.78). 
Далее, для каждого п ? 1 вновь рассмотрим все прямоугольни­

ки {Wa,1} и {W,в,1}, на которых функция s1 принимает значение п. Их об­
разы в момент времени п содержат Н-компоненты, которые полностью пе­

ресекают магнит 6, и относительная мера их пересечений с 6 будет ? d0 , 

как следует из (7.79)-(7.80). В этот момент применяется процедура спа­
ривания, описанная на первом шаге, и затем сцепляем («спариваем») их 

подмножества относительной меры d = d0/2 в соответствии с (7.70), так 
что 

(7.81) 
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где 

~п): = { (х, t) Е Ц."Wa,1,si,*: s1 = n & Р(х, t) связано} 
и 

Щn): = {(у, t) Е U,вW,в,1,si,*: s1 = n & Р(у, t) связано}. 
Второй шаг построения заключается в применении этой процедуры 

для всех n;;:: 1. Обозначим через 

прообразы всех подмножеств, «спаренных» во время второго шага постро­

ения. Заметим, что 92 с 9 и Е2 с l. Отображение сuаривания е, таким 
образом, продолжается на е : 92 --+ Е2. Определим также функцию времени 
спаривания Т на множестве 92: 

Т(х, t) = sa(x, t) + s1 (Р'0 (х, t) ). 

Теперь должно быть очевидным, как продолжается построение отображе­

ния спаривания при рекурсивном повторении шагов. 

7.15. Экспоненциальная оценка хвоста 

В заключение докажем утверждение В леммы спаривания 7.24. Из него 
также будет следовать, что отображение спаривания е, построенное в§ 7.14, 
определено почти везде на стандартном семействе 9. 

Сначала подытожим результаты построений, сделанные в предыдущем 

параграфе. Для каждого k ;;:: 1 на k-ом шаге определим функцию времени 

остановки Sk-l на множествах Ua Wa,k-1 и U,в W,в,k-l еще не связанных 
точек. Затем «спариваем» несколько точек их образов UaF"k- 1 (Wa,k-l) 
и U,вF"k- 1 (W,в,k- 1 ). Затем обозначим через 9k и lk прообразы только что 
«спаренных» подмножеств на оригинальных семействах g и Е. Наконец, 
продолжим функцию времени спаривания У на множество fk: 

Y(z) = so(z) + s1(P'0z) + ... + Sk-1(.P'0+- .. +sk-2z), 

где z = (х, t) Е 9k. Заметим, что точка _FY(z)(z) и ее партнер _FY(z)(B(z)) 
лежат на одном и том же устойчивом И-многообразии, что доказывает 
утверждение А леммы 7.24 (в предположении, что 9 определена почти 

везде). 
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Далее перепишем соотношения для «меры» (7.76)-(7.77) и (7.81) 
для k-го шага. Для краткости отождествим множество~ и fk с их образа­
ми; то есть рассмотрим все функции времени остановки, как если бы они 

бьши определены на оригинальных семействах {J и f. Затем (7.76)-(7.77) 
обобщаются в следующую формулу «условной вероятности»: 

(7.82) 

где У = Q или Е; а (7.81) обобщаются до другой формулы «условной 
вероятности»: 

(7.83) 

где вновь У= Q или Е (заметим, что необходимо провести деление на qп). 
Следующее доказательство стандартно при изучении случайных блуж­

даний (но здесь не предполагается, что читатель должен быть знаком с этой 

теорией). Пусть 

Рп= = Jig((x,t) Е Ц,Wа: Y(x,t) = n) (7.84) 

обозначает отношение точек, связанных точно в момент п (то есть на п-ой 

итерации F, а не на п-ом шаге нашего построения). Например, Pi = О 
для i < по и Рпо = d. Тогда, как следствие (7.83), 

Рп: = Pn/d 

будет отношением точек, остановленных в момент п, то есть 

Рп = Jig ( ( х, t) Е Ua W °' : so + s1 + ... + sk = п для некоторого k) . 

Благодаря (7.82) и (7.83) справедлив следующий «закон свертки»: 

( 

n-1 ) 

Рп+по = (1 - d) qn + (1 - d) ~ qn-i Pno+i 'v'n;;:: 1. (7.85) 

Данный закон устанавливается непосредственным вычислением и остается 

читателю в качестве упражнения. 

Рассмотрим две комплексные аналитические функции: 

00 00 

P(z) = LPno+nZn И Q(z) = Lqпzn. 
n=l n=l 
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Так как \Рп\ ~ 1 и \qп\ ~ 1, эти функции определены по крайней мере на от­
крытом единичном диске {z: \z\ < 1} в комплексной плоскости С. Кроме 
того, несложно показать, что из (7.66) следует \Q(z)\ ~ 1 для всех \z\ ~ 1 
и что функция Q ( z) аналитическая в немного большем комплексном дис­
ке { z: \zl < е- 1 

}; здесь е- 1 > 1. 

УПРАЖНЕНИЕ 7.101. Проверить, что из (7.85) вытекает соотношение 

P(z) = (1- d) Q(z) + (1- d) 2 P(z) Q(z). 

Благодаря предыдушему упражнению имеем 

(1 - d) Q(z) 
P(z) = 1- (1- d) 2 Q(z) · (7.86) 

УПРАЖНЕНИЕ 7.102. Доказать, что P(z) аналитическая в некото­
ром комплексном диске, радиус которого больше, чем единица; то есть 

в {z: \z\ < 1 + д} для некоторого д > О. Заметим: необходимо показать, 
что знаменатель (7.86) не обращается в нуль в окрестности единичного 
диска. 

Рис. 7.14. Область аналитичности P(z) 

Так как P(z) аналитическая в диске {z: \z\ < 1 + д} С С, получим 
экспоненциальную оценку хвоста для Рп: 

\Рп\ ~ const(l + д')-п 

для любого д' < б. Аналогичная оценка следует для величины Рп = d Рп, 
введенной в (7.84). Лемма спаривания 7.24 теперь доказана. • 



ГЛАВА 8 

БиллиардыБунимовича 

8.1. Введение 

Напомним, что граница типичного биллиардного стола состоит из кри­

вых одного из трех типов: рассеивающая (вогнутая), фокусирующая (вы­
пуклая) и плоская; см. § 2.1. В предыдущих главах мы увидели, что бил­
лиарды, имеющие только рассеивающие границы, чрезвычайно хаотичны1 : 
гиперболические, эргодические, перемешивающие и биллиарды Бернулли. 

Они также имеют положительную энтропию и хорошие статистические 

свойства. 

Биллиарды, имеющие только плоские границы, то есть многоугольни­

ки, не могут быть гиперболическими: все их показатели Ляпунова равны 

нулю (упр. 3.21); следовательно, и их энтропия обращается в нуль (что сле­
дует из общих результатов § 3.12). Замечательно, что, тем не менее, мно­
гоугольные биллиарды в общем случае являются эргодическими [КМS86], 
и это кажется необычным. Даже являясь эргодическими, они не демон­

стрируют хаотического поведения. Остается неизвестным, могут ли много­

угольные биллиарды быть перемешивающими, но, по нашему мнению, это 

очень маловероятно. В любом случае многоугольные биллиарды образуют 
очень специфический класс, их подробное рассмотрение выходит за рамки 

этой книги. 

Что можно сказать о биллиардах, имеющих только выпуклые границы? 

В главе 1 мы узнали, что биллиарды в двух простейших выпуклых обла­
стях - окружностях и эллипсах - абсолютно регулярны. А именно, почти 

каждая биллиардная траектория в окружности и эллипсе имеет каустику 

и, таким образом, лежит на одномерной инвариантной кривой в простран­

стве столкновений. 

Более того, в 1793 году Лазуткин [La73] доказал, что биллиарды в ти­
пичных строго выпуклых областях с гладкой границей имеют каустики 

1 Мы доказали это только для категорий А и В, но наиболее важные хаотические свойства 
(эргодичность и свойство Бернулли) имеют место и для остальных категорий. 
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(то есть траектории с каустиками образуют множество положительной ме­

ры в пространстве столкновений); следовательно, они не могут быть эр­

годическими. Представляется, таким образом, что хаос не может образо­

вываться в случае фокусирующих (вьшуклых) границ - или, по крайней 

мере, для того, чтобы имел место хаос, фокусирующие границы должны 

иметь очень специальный вид. И с момента открытия Синаем рассеиваю­

щих биллиардов в 1970 году они остались на несколько лет единственным 
известным классом хаотических биллиардов. 

Большим сюрпризом было то, что в середине 1970-х студент Синая 

Л. Бунимович [Bu74a, Bu74b, Bu79] построил хаотические биллиарды, гра­
ницы которых бьши фокусирующими и состояли только из дуг окружности! 

(Что может быть проще дуг окружности?) Биллиарды Бунимовича рассмат­

риваются в этой главе. 

8.2. Механизм дефокусировки 

Сначала опишем идею, стоящую за построениями Бунимовича. Напом­

ним, что рассеивающиеся (расходящиеся) волновые фронты растут (расши­

ряются), в то время как фокусирующиеся (сходящиеся) волновые фронты 

сжимаются (сокращаются); ер. § 3.7. В рассеивающих биллиардах рассеива­
ющиеся волновые фронты остаются рассеивающимися и в будущем (лем­

ма 4.11); следовательно, они монотонно растут во времени (лемма 4.14). 
Это, по существу, гарантирует существование положительных показателей 

Ляпунова и в конечном счете гиперболичность динамики. 

В биллиардах с фокусирующими границами рассеивающийся волно­

вой фронт, как правило, рано или поздно становится фокусирующимся 

(вспомним для примера упр. 3.32); таким образом, не существует класса 
волновых фронтов, которые росли бы монотонно все время. Однако нас 

интересует лишь гиперболичность отображения столкновений :F, поэтому 
важен лишь размер волнового фронта во время столкновения (то, что про­

исходит между столкновениями, не имеет значения). Таким образом, нам 

нужно найти волновые фронты, которые растут «от столкновения к столк­

новению». 

Используя обозначения § 3 .6-3. 7, положим ХЕ П - точка, а (О, df:., dr.v) Е 
Е Т fn - касательный вектор. Касательный вектор определяет бесконечно 
малый волновой фронт, проходящий через точку Х. Обозначим его образ 

в момент времени t как (О, df:.t, dr.vt) = DФt(o, df:,, dr.v). Напомним, что ldf:.tl 
зависит от t непрерывно, а Jdr.vtl остается постоянным между двумя столк­
новениями и меняется скачком в момент столкновения; см. (3.25) и (3.27). 
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Предположим, что траектория точки Х испытывает два последователь­

ных столкновения с границей д'D в моменты времени t и t + т. Тогда 
из (3.35) следует 

ld~t+тl = 11 + в+1 
\d~t\ т ' 

где в+= dwt+o/d~t - кривизна волнового фронта сразу же после столкно­
вения (в момент времени t). 

Волновой фронт расширяется «от столкновения к столкновению», ес­

ли 11+тВ+I>1, что может иметь место в двух случаях: 

или тв+< -2. (8.1) 

Первое условие соответствует рассеивающемуся волновому фронту, а вто­

рой - фокусирующемуся волновому фронту. Таким образом, фокусирую­

щийся волновой фронт расширяется «От столкновения к столкновению» 

при условии 

в+< -2/т. (8.2) 

Напомним, что фокусирующийся волновой фронт с кривизной Bt < О 

проходит через точку фокусировки и дефокусируется в момент време­

ни t* = t - 1/Bt; см. § 3.8. 

УПРАЖНЕНИЕ 8.1. Проверьте, что (8.2) равносильно условию t* < 
< t + т /2; то есть фронт должен дефокусироваться до того, как достигнет 
середины пути до следующего столкновения. Используйте также (3.31), 
чтобы проверить, что Bs >О при s Е (t + t*, t + т); то есть после прохож­
дения точки фокусировки фронт становится и остается рассеивающим. 

Геометрически фокусирующийся волновой фронт сжимается между 

первым столкновением в момент времени t и точкой фокусировки, соот­
ветствующей моменту времени t*; затем фронт начинает и продолжает рас­
ширяться до следующего столкновения в момент времени t + т. Так как 
расширение длится дольше, чем сжатие, фронт не только достигает свое­

го первоначального размера, но и несколько увеличивается сверх того. Это 

явление, проиллюстрированное на рис. 8.1, называется механизмом дефо­
кусировки. 

Остается убедиться в том, что для определенного класса волновых 

фронтов механизм дефокусировки будет продолжать работать на протяже­
нии всех столкновений и биллиардное отображение :F, таким образом, бу­
дет гиперболическим. Это будет сделано в следующем разделе. 
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Рис. 8.1. Фокусирующийся фронт дефокусируется в точке F и растет вплоть до сле­
дующего столкновения 

8.3. Столы Бунимовича 

С этого момента будем предполагать, что каждый фокусирующий 

участок границы нашего биллиардного стола '[) представляет собой дугу 
окружности, но не целую окружность (также допускается, что д'D имеет 
рассеивающие и/или плоские участки). 

Пусть Г i с д'D - фокусирующая дута радиуса r > О, и пусть волновой 
фронт совершает несколько последовательных столкновений с границей Г i 

в моменты времени tn = t + пт, где п =О, 1, ... , т. Можно заметить, что 
угол столкновения r.p и время между столкновениями т = 2r cos r.p остаются 
постоянными все время в данной серии столкновений; см. рис. 8.2. 

Пусть B;t" - кривизна нашего волнового фронта сразу же после п-ого 
столкновения. Согласно (3.33) 

+ 1 
Вп+1 = R + т + 1/81;, 

2 1 = ---- + -------
r cos r.p 2r cos r.p + 1/В1;, 

(заметим, что кривизна дуги К = -1 / r отрицательна согласно нашим усло­
виям; см. гл. 2.1 ). 

Рис. 8.2. Серия отражений ОТ фокусирующих дуг окружности гi (здесь m = 2) 
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УПРАЖНЕНИЕ 8.2. Предположим, чго условие расширения (8.2) выпол­
няется при первом столкновении в момент времени t0 , то есть B(j < - 2 / т. 
Проверьте, что Bt < -2/т. Следовательно, по индукции, B;t <-2/т 
для всех п =О, 1, ... ,т. 

Таким образом, условие расширения (8.2) автоматически распростра­
нятся на всю цепочку последовательных столкновений с фокусирующей 

дугой окружности. 

Далее, предПОЛОЖИМ, ЧГО наш ВОЛНОВОЙ фронт покидает дугу Гi В мо­

мент времени tm и направляется к другому участку границы Г j. Обо­
значим через tm+l > tm время первого столкновения с Гj. Тогда усло­
вие расширения (8.2) при последнем столкновении с Гi будет иметь вид 
В~ < -2/тm, где Tm = tm+l -tm - (новое) время между столкновениями; 
см. рис. 8.2. Напомним, что В~ < -2/т (упр. 8.2). Чтобы гарантировать, 
ЧТО В~< -2/Tm, МЫ ДОЛЖНЫ предПОЛОЖИТЬ, ЧТО Tm ~ т; ТО есть ТОЧКа 
столкновения с Г j лежит вне открытого диска Di, граница которого содер­
жит дугу гi (см. рис. 8.2). 

Если мы хотим построить биллиардный стол с гиперболическим пове­

дением, то свойство, указанное выше, должно выполняться для любой бил­

лиардной траекгории, покидающей Гi. Таким образом, мы должны пред­

положить, что открытый диск Di не пересекает никакого другого участка 
границы дD, то есть Di С D. Другими словами, дуга Гj может быть до­
строена до диска, лежащего в D. Это свойство будет ключевым, харакге­
ризующим свойством биллиардов Бунимовича, которое мы будем называть 
Б-условием. 

Далее, проверим свойство расширения (8.1) для последующих столк­
новений (с Г j ). Если участок Г j рассеивающий или плоский, тогда пада­

ющий рассеивающийся волновой фронт остается рассеивающимся после 

столкновения, таким образом, первое условие (8.1) будет выполнено. 
Предположим, что Г j - снова фокусирующий участок границы; тогда 

зто дуга окружности некоторого радиуса r' > О. При первом столкнове­
нии с Г j кривизна волнового фронта преобразуется в соответствии с фор­
мулой 

в+ = _ 2 + 1 
m+l r' cos r.p' Tm + 1/B;h' 

где <р' - соответствующий угол столкновения. Условие расширения (8.2) 
теперь принимает вид B;t;,+1 < -2/тm+i, где Tm+1 = tm+2 - tm+l - по­
следующее время между столкновениями. 
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УПРАЖНЕНИЕ 8.3. Напомним, что (8.2) имеет место для последне­
го столкновения с Гi, то есть В~ < -2/тm. Покажите, что если Tm ? 
? 2r' C0Scp

1 И Tm+l? 2r' COScp
1
, ТО в;;,+1 < -2/rm+l· 

Это упражнение подтверждает, что условие расширения (8.2) будет 
распространяться от столкновений с Г i к столкновениям со следующей ду­

гой Г j, если для последней также выполняется Б-условие. 

Определение 8.4. Будем говорить, что 'D - бWUluардный стол Буни­

мовича, если каждый фокусирующий участок границы Гi с д'D являет­

ся дугой окружности (но не целой окружностью), которая удовлетворяет 
Б-условию. 

ЗАМЕЧАНИЕ 8.5. Возможна ситуация, когда две или более фокусирующие 

дуги Г; С д'D лежат на одной окружности, но не допускается, чтобы они покрывали 
всю окружность. 

ЗАМЕЧАНИЕ 8.6. Если угловая точка стола Бунимовича образуется двумя 
смежными участками границы и один из них (или оба) являются дугами окруж­

ности, то внутренний угол:;:,, 7r. 

Примеры столов Бунимовича показаны на рис. 8.3. 

8.4. Гиперболичность 

В предыдущем разделе, пытаясь придать гиперболические свойства 

отображению столкновений F, мы определили класс столов с фокусиру-

(б) 

(в) 

Рис. 8.3. Биллиардные столы Бунимовича: (а) «цветою>, (б) «стол с карманами», 
(в) «стадион» 



8.4. ГИПЕРБОЛИЧНОСТЬ 309 

ющими участками границы, в которых волновые фронты остаются рас­

ширяющимися от столкновения к столкновению. Здесь мы докажем, что 

получающееся биллиардное отображение :F на самом деле является гипер­
болическим. 

Удобно заменить (8.1) несколько более сильным условием. Пред­
положим, что бесконечно малый волновой фронт сталкивается с грани­

цей дV в точке х = (r, rp). Обозначим кривизны фронта до и после 
столкновения в- и в+ соответственно. Фронт порождает касательную ли­
нию L с ТхМ (см. § 3.10), наклон которой V = drp/dr выражается с помо­
щью формулы (3.39): 

V =в- cos rp +К= в+ cos rp - К, (8.3) 

где К обозначает кривизну границы дV в точке х. 

Определение 8.7. Мы говорим, что отражающийся волновой фронт 
и соответствующий касательный вектор неустойчивы, если в- > О, ко­
гда К> О, и 

в- Е (о,-1-), 
rcos rp 

(8.4) 

когда К= -1/r <О. 

Обозначим через С'/); с 'ГхМ неустойчивый конус в точке х Е М, 
то есть замыкание множества всех неустойчивых касательных векторов: 

С~ {(dr, drp) Е ТхМ: К~ drp/dr ~ оо} 

для рассеивающих и плоских участков границы и 

С~ {(dr, drp) Е 'ГхМ: - 1/r ~ drp/dr ~О} 

для фокусирующих дуг. 

УПРАЖНЕНИЕ 8.8. Проверьте, что для биллиардных столов Бунимо­

вича неустойчивые волновые фронты удовлетворяют условию расшире­

ния (8.1). Другими словами, для рассеивающих и плоских участков гра­
ницы ИЗ УСЛОВИЯ в- > 0 следует в+> 0, а ДЛЯ фокусирующих дуг ИЗ (8.4) 
следует (8.2). 

Теорема 8.9. Пусть V - бU!Ulиардный стол Бунимовича. Тогда се­

мейство С'/); неустойчивых конусов инвариантно относительно D:F. Иначе 
говоря, неустойчивый волновой фронт остается неустойчивым в течение 

всей последовательности столкновений. 
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ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Для доказательства того, что DF(C":;) С CF(x)' мы 
должны рассмотреть четыре случая, так как каждая из точек х = (r, r.p) 
и х1 = ( ri, <р1) может принадлежать как фокусирующей дуге, так и рассе­
ивающему/плоскому участку границы. Мы рассмотрим лишь самый нетри­

виальный случай, когда обе точки лежат на фокусирующих дугах. Обо­

значим их радиусы r и r 1 (если они лежат на одной дуге, то r 1 = r). 
Из Б-условия следует, что время между столкновениями т удовлетворяет 

условию 

т ~ 2 шах{ r cos r.p, r 1 cos <р1 }. (8.5) 

Тогда кривизна нашего фронта перед столкновением в точке х 1 

в- - 1 1 1 
i- / < /:::::; ' т + 1 в+ т - т 2 r1 cos <р1 

так как 1/В+ Е (-т /2, О) согласно упр. 8.8. Остальные три случая мы 
предоставляем читателю. • 

Таким образом, мы имеем семейство конусов, инвариантных относи­

тельно DF. Однако отсюда еще не следует гиперболичность. Действитель­
но, сформулированная теорема применима и к круговым биллиардам, кото­

рые вовсе не являются гиперболическими. Значит, мы можем иметь инва­

риантное семейство конусов в отсутствие гиперболичности; см. § 3.13. Для 
гиперболичности требуется, чтобы поле конусов было строго инвариант­

ным, по крайней мере, с некоторого момента времени; см. замечание 3.53. 
В биллиардах Бунимовича строгая инвариантность неустойчивых ко­

нусов, то есть свойство 

DF(C;:;) с intC}(x)' (8.6) 

имеет место в двух случаях. 

Случай 1. Точка х принадлежит рассеивающему участку границы. 
Случай 2. Точках принадлежит фокусирующему участку Гi, а ее об­

раз F(x) принадлежит либо рассеивающему, либо плоскому участку грани­
цы, либо фокусирующей дуге Г j, которая лежит на окружности, отличной 

от окружности Гi (см. замечание 8.5). 

УПРАЖНЕНИЕ 8.10. Проверьте строгую инвариантность в двух на­

званных случаях. Указание: используйте прямую проверку, идущую немно­

го дальше доказательства теоремы 8.9. 

Соответственно, мы введем понятие существенных столкновений. 
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Определение 8.11. Столкновение в точке х Е М называется суще­

ственным, если оно имеет место либо на рассеивающем участке границы, 

либо на фокусирующей дуге окружности, но в этом случае либо предыду­

щее столкновение, .r-1 (x), либо последующее, F(x), имеет место на лю­
бом участке границы, за исключением дуги на той же окружности. 

Теперь необходимо проверить, что почти все траектории биллиардных 

столов Бунимовича действительно содержат существенные столкновения. 

Если это так, то мы имеем гиперболичность. 

УПРАЖНЕНИЕ 8 .12. Покажите, что если почти все траектории содер­
жат существенное столкновение, то для почти всех траекторий существен­

ные столкновения происходят с положительной частотой. Другими сло­

вами, если тп обозначает количество существенных столкновений среди 
первых n столкновений, то liminfп-+oo тп/n > О. Указание: используйте 
функцию «частоты посещения»; см. приложение В. 

Простой геометрический анализ показывает, что существует два типа 

( «негиперболических») траекторий, не содержащих существенных столк­
новений. Мы опишем их ниже. 

Тип А. Траектории, которые содержат только отражения от фокусиру­

ющих участков, лежащих на одной окружности. 

Тип Б. Траектории, которые содержат только столкновения с плоскими 

участками границы. 

УПРАЖНЕНИЕ 8 .13. Покажите, что каждая траектория типа А являет­
ся периодической, а все такие траектории образуют множество меры нуль. 

Указание: используйте результаты § 1.1. 

Относительно траекторий типа Б остается открытой (и требующей ре­

шения) задача доказательства того факта, что они образуют множество ме­

ры нуль. Конечно, это задача тесно связана с многоугольными биллиардны­

ми столами. Частичное решение получено в [GKT95]: 

Теорема 8.14. Если д'D - выпуклый связный многоугольник, то для каж­

дой точки х ЕМ либо Р(х) = х (периодическая траектория), либо за­
мыкание множества { Р ( х)} ~=О содержит по крайней мере одну вершину 
м1югоугольника. 

Хотя мы не знаем, образуют ли в общем случае траектории типа Б 

множество меры нуль, это условие может быть легко проверено для сто­

лов частного вида. Например, дело обстоит так, если биллиардный стол 

имеет только один плоский участок границы (или не имеет их вовсе); 
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см. рис. 8.3 (а). То же можно сказать в том случае, если имеется ров­

но два параллельных плоских участка границы (см. рис. 8.3 (в)) или две 

взаимоперпендикулярные пары параллельных плоских участков границы 

(см. рис. 8.3 (б)). 
Подведем итог нашему разговору. 

Теорема 8.15. Пусть V - бwииардный стол Бунимовича. Предпо­

ложим, что траектории типа Б образуют множество меры нуль. Тогда 

бwииардное отображение :F является гиперболическим. 

ЗАМЕЧАНИЕ 8 .16. В отличие от рассеивающих биллиардов, биллиарды, име­
ющие по крайней мере одну фокусирующую дугу, никогда не являются равномерно 

гиперболическими. В течение длинной серии последовательных несущественных 

столкновений неустойчивые касательные векторы растут медленно (медленнее, чем 

экспоненциально), что не согласуется с каким-либо равномерным расширением. 

В биллиардах Бунимовича встречаются три типа длинных серий несу­
щественных столкновений (см. иллюстрации на рис. 8.4). 

№1 

Рис. 8.4. Три типа несущественных столкновений 

Тип № 1. Столкновения происходят только на плоских участках грани­
цы. Это, по существу, многоугольные траектории. 

Тип № 2. Столкновения происходят на одной фокусирующей дуге, 
и <р ~ 7r /2. В этом случае траектория почти касается дуги, как будто скользя 
по ней. Такие серии столкновений называются скользящими. 

Тип № 3. Столкновения происходят на одной фокусирующей дуге (или 
нескольких дугах, лежащих на одной окружности), и Jr.pJ не близок к 7r /2. 
В этом случае траектория близка к периодической орбите в окружности. 

УПРАЖНЕНИЕ 8 .1 7. Покажите, что траектории типа № 3 могут возни­
кать только на фокусирующих дугах, больших половины окружности, или 

на нескольких фокусирующих дугах, лежащих на одной окружности. 
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8.5. Неустойчивые волновые фронты 
и непрерывные дроби 

Пусть Х Е S1 - гиперболическая точка (см. опр. 3.2) и dХи = 
(O,d~и,dwи) Е ТfП - неустойчивый касательный вектор в точке Х. 

Тогда dХи задает бесконечно малый волновой фронт («росток» неустой­

чивого многообразия в Х). Здесь мы покажем, что кривизна этого фрон­
та, ви(х) = dwu /d~и, может быть представлена в виде непрерывной дро­
би. Последняя имеет такую же структуру, как дроби в § 4.7; мы обратим 
внимание на это ниже. 

Обозначим через х = р+ ( Х) точку первого столкновения на тра­
ектории Х (ер. (3.17)), и Хп = (rп, 'Рп) = F'(x), где n Е Z, -
все остальные столкновения точки. Пусть Кп = К(rп) - кривизна 81) 
в точке n-ого столкновения, Тп = т(хп) - время свободного пробега 
и 'Rп = 'R(хп) = 2Кп/ cos 'Рп - параметр столкновения. Обозначим также 
через Bt кривизну нашего волнового фронта в момент времени t, а че­
рез в;= - его кривизну до ( - ) и после ( +) n-ого столкновения. 

Непрерывная дробь, выражающая значение Ви(Х), имеет вид 

1 

1 
lt-(X)I + -----

1
---

'R-1 + ______ 1 __ _ 

т -2 + -----1-­
п_2 + ---1-

т_з+-

(8.7) 

где t-(x) - время последнего столкновения; ер. (3.16). Заметим, что 
в некоторых случаях ви(Х) = оо, что соответствует точке фокусировки 
на неустойчивом многообразии. 

Дробь (8.7) аналогична дроби, возникшей в (4.42), но ее анализ будет 
более сложным, так как теперь некоторые n_п могут бьпь отрицательными. 

Предложение 8.18. Если Х Е П - гиперболическая точка, то непре­

рывная дробь (8.7) сходится, и ее значение равно ви(х). 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Мы начнем с того же, с чего и в предложении 4.35. 
Согласно (3.31) достаточно доказать утверждение для точек Х ЕМ, в ко­
торых х = Х и /Г(Х)/ = т_ 1 , и тогда (8.7) будет выражать кривизну 
фронта перед столкновением ви-(х). 
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Сходимость бесконечной непрерывной дроби означает, что последо­
вательность соответствующих конечных дробей имеет предел. Конечные 

дроби с четными номерами 

1 
в~п = _______ 1 ___ _ 

r -1 + -----l-­
R-1 + ---1-

·.+--
R-n 

соответствуют волновым фронтам, прообразы которых, существовавшие 

перед п-ым столкновением в прошлом, бьmи плоскими (то есть в=п = О); 
вспомним (3.34). Конечные дроби с нечетными номерами 

1 
в~п = _______ 1 ___ _ 

r -1 + -----
1
-­

R-i + ---1-
·.+-

r_п 

соответствуют волновым фронтам, прообразы которых, существовавшие 

перед п-ым столкновением в прошлом, фокусировались (то есть В~п = оо). 
Если п-ое столкновение в прошлом происходит на рассеивающем или 

плоском участке границы (К-п:;::: О), то как В':_п, так и ВС:..п соответствуют 
образам неустойчивых волновых фронтов, возникших в далеком прошлом, 

и, таким образом, они должны стремиться к ви(х) при п - 00 соглас­
но (3.51). 

Если п-ое столкновение происходит на фокусирующей дуге, то волно­

вой фронт, кривизна которого в=п = 00 (что приводит к конечной дроби 
с нечетным номером), не является неустойчивым, так как не удовлетворяет 

условию (8.4). Рассмотрим его образ. 
Согласно (3.31) и (3.33) мы имеем 

1 

1 
r_п+-----

R-n+B=n 

(8.8) 
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В этой формуле мы рассматриваем т -п и 'R-п как «фиксированные» 

параметры данного столкновения, а в=п - как «переменную» кривизну 
произвольного волнового фронта. Формула (8.8) описывает преобразование 
кривизны фронта. 

Предположим, что n-e столкновение происходит на фокусирующей ду­

ге радиуса r -п; тогда 'R,_п = - Г-n c;s 'P-n и т -п ~ 2r -п cos ЧJ-п соглас­
но (8.5). График функции Fп(х) показан на рисунке 8.5. 

1Fn(x) 

1 

1 1 
1 1 

___ i ___ ~--------------------· 
1 1 

Сп : 
1 

х 

Рис. 8.5. Функция у = 1Fn(x), описывающая преобразование кривизны волнового 
фронта 

Итак, конечная дробь с четным номером 13':._п порождается волновым 

фронтом с кривизной в=п = О (отметим точку Ап = О на горизонталь­
ной оси); конечная дробь с нечетным номером !З':_п порождается волновым 

фронтом с кривизной в=п = оо (положим Вп = оо ); все неустойчивые 

волновые фронты удовлетворяют условию о < в=п < r -n c;s 'P-n соглас-

но (8.4), поэтому нужно отметить и точку Сп = Г-n c;s 'P-n. Заметим, что 
наша функция монотонно возрастает на интервале (Ап, Сп), содержащем 
все неустойчивые фронты. 



316 ГЛАВА 8 

Точки An, Bn и Сп отображаются JF следующим образом: 

Ап,1: 

Вп,1: 

1 
Cn,l: = 1Fn(Cn) = · 

T-n - Г-nCOS'fJ-n 

Заметим, что О= Ап-1 < Bn,1 < An,1 < Cn,l· Следовательно, образ вол­
нового фронта с кривизной в=п = оо при следующем столкновении будет 
неустойчивым, таким образом, его будущий образ в момент времени t = О 
сойдется к В11 (Х) при n ___., оо. Это завершает доказательство предложе­
ния 8.18. • 

8.6. Еще немного непрерывных дробей 

Здесь, как и в §4.7, покажем, что непрерывная дробь (8.7) на самом 
деле сходится в каждой точке Х Е П, прошлая полутраектория которой 

полностью определена. 

Продолжим наш анализ преобразования JF п : В=п г--+ В=п+ 1 , график ко­
торого изображен на рис. 8.5. Если (n -1)-ое отражение также происходит 

на фокусирующей дуге (радиуса r -п+~), то Сп 1 :%; Cn-1 = r c~s 'Р 
' -n+l -n+l 

вследствие инвариантности неустойчивых конусов (заметим, что если n-oe 
и (n - 1)-ое столкновения происходят на одной окружности, то Сп,l = 
= Сп-1). Далее, при (n - 2)-ом отражении образы наших точек будут удо­
влетворять условию 

О= Ап-2 < Вп-1,1 < Ап-1,1 < Bn,2 < An,2 < Cn,2 :%; Сп-1,1 :%; Сп-2, 

где Вп,2 = 1Fn-l (Вп,1), и т. д.; см. диаграмму на рис. 8.6. 
Представим на минуту, что все последующие отражения происходят 

на фокусирующих дугах. Тогда в точке Х мы будем иметь 

О = В1,1 < Al,l < В2,2 < А2,2 < ... < С2,2 :%; С1,1, (8.9) 

где Ak,k = B':._k, Bk,k = B':...k и Ck,k выражает образ волнового фронта, 

в- 1 
для которого -k = r -k cos 'P-k 
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отображение JF n: 

'", .............. 
........ "",, 

~- ' 

, , , 
/ .......... ,,-

...... ~(' 
/ , 

...... -- / ,,..... / 

' 

, , , 

An,1 Cn,1 Cn-1 Bn-1 

An-2 \ \ / Сп-2 

Bn-1,1 Bn,2 Сп-1,1 

Рис. 8.6. Диаграмма точек An, Bn, Cn и их образов 
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Мы видим, что члены с четными и нечетными номерами перемежа­

ются и образуют монотонно возрастающую последовательность, которая 

обязана сходиться. Ниже мы покажем, что последовательность {Ck,k} схо­
дится к тому же пределу. 

Если прошлая nолутраектория точки Х содержит столкновения как 

на фокусирующих, так и на рассеивающих/плоских участках границы, 
то в результате картина будет иметь вид 

(8.10) 

где каждый член Bk,k включается в цепочку, только если k-oe столкновение 
происходит на фокусирующей дуге, и 

D _ { Ck,k для столкновений с фокусирующими дугами, 

k,k - Bk,k для столкновений с рассеивающими/плоскими участками. 

Вывод (8.10) мы оставляем читателю в качестве упражнения. 
Заметим, что эта картина довольно сильно отличается от той, что 

мы имели для рассеивающих биллиардов; ер. (4.44). Ранее член с чет-
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ным номером В~п всегда соответствовал наименее растущему неустойчи­

вому фронту (изначально плоскому, .в:п = О), а член с нечетным номе­

ром В'!_п всегда соответствовал наиболее растущему неустойчивому фрон­

ту (изначально представлявшему собой «взрывной» фронт, в=п = 00 ), та­
ким образом, все остальные растущие фронты находились между ( соглас­
но упр. 4.13). 

Здесь, когда п-ое столкновение происходит на фокусирующей ду­

ге, наименее растущий неустойчивый фронт будет соответствовать Сп,п. 

а не Ап,п (или Вп,п), таким образом, интервал [Bn,n• Ап,п] = [В'!_п, B~nJ 
не покрывает весь диапазон неустойчивых фронтов, образующихся при п-ом 

столкновении, следовательно, мы должны включить Сп,п в наш анализ. 
Чтобы доказать сходимость дроби (8.7), достаточно показать, что 

lim Ak k = lim Dk k· 
k-i.oo ' k-+oo ' 

Наше доказательство можно назвать «динамическим», и оно отлича­

ется от доказательства самого Бунимовича [Bu74a]. Мы докажем аналог 
леммы 4.36. 

Лемма 8.19. Предполож:им, что проtш1ая полутраектория точки Х 

полностью определена (то есть t-n ---> -оо при п ---> оо ). Тогда для п ) 2 

(8.11) 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Величины Ап,п и Dn,n представляют собой две 
конечные непрерывные дроби, которые отличаются только последним чле­

ном. Как и в доказательстве леммы 4.36, 

где Ui берутся из разложения Dп,п: 

1 
ui = --------------------

1 + т _i ( R_i + -----
1

-
1
---) ' 

т -i-1 + ______ 1 __ _, 

·.+ + 
Т-п + 1/В_п 
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а Vi берутся из разложения Ап,п: 
1 

Иi = _1 _+_т ___ i (~R-_,-. +---_ -:_ -_ -_ -_ -_ --1~~~1~~~~=-~). 
T-i-1 + -----

1
---

·. + ------
Т_п + 1/R-п 

Здесь 

в+ = { оо, 
-п -----

- r -п cos 'Р-п' 
1 

если Dп,п = Сп,п· 

Заметим, что Ui и Vi являются (с точностью до знака) величинами, об­
ратными коэффициентам расширения некоторых неустойчивых волновых 

фронтов (в р-метрике); следовательно, IИil :::;; 1 и IVil :::;; 1. 
Теперь найдем более точную оценку для IИil· Мы увидели в до1<аза­

тельстве леммы 4.36, что если все столкновения происходят на рассеиваю­
щих участках границы, то 1/В~п =О и 

T-i-1 + · · · + Т_п 
о:::;; ui:::;; -------

т_i + ... +т-п 
Это означает, что волновой фронт, изначально представлявший собой 

«взрывной» фронт (lЗ=п = оо ), будет расширяться между ( i + 1 )-ым и i-ым 
столкновениями, по крайней мере, так же сильно, как волновой фронт, об­
разовавшийся от взрыва в момент времени t_п, не испытывающий столкно­

вений. Последний (воображаемый) волновой фронт в момент времени t_i 
будет иметь кривизну, равную 1/(т-i-1 + ... + т _п)· 

Аналогичное свойство имеется у биллиардов Бунимовича, но его вывод 

несколько сложнее. Введем «среднюю» кривизну при k-ом столкновении: 

-
1 

1 + - 1 в_k = 2 в_k + в_k . 

УПРАЖНЕНИЕ 8.20. Покажите, что для неустойчивых волновых фрон­
тов Jl + т_klЗ~kJ ~ l+т-kB-k; то есть неустойчивый волновой фронт рас­
ширяется (в р-метрике) между k-ым и (k + 1)-ым столкновениями не мень­
ше, чем «воображаемый» волновой фронт, кривизна которого после k-ого 

столкновения равна B-k· 
--1 

Лемма 8.21. Для неустойчивых волновых фронтов мы имеем !3-k+l :::;; 
--1 

,,;;lЗ_k+T-k. 
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Другими словами, «средняя» кривизна E-k неустойчивого фронта 
уменьшается между столкновениями не более, чем регулярная кривизна 

волнового фронта. Как и в последнем случае, мы имеем [B=k+l]-1 = 
= [в:=kJ- 1 + т _k согласно (3.31). Несмотря на прозрачный геометрический 
смысл этой леммы, ее доказательство не является простым. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Необходимо рассмотреть четыре случая, так как 

каждое из двух рассматриваемых столкновений может происходить как 

на рассеивающем/плоском участке границы, так и на фокусирующей: ду­
ге. Здесь мы рассмотрим только наиболее сложный случай, когда оба 

столкновения происходят на фокусирующих дугах (радиусов r _k и r-k+l 
соответственно), и оставим три остальных случая читателю в качестве 

упражнения. 

Для удобства обозначим r_k cos 'P-k = S-k и -1/B!k = u_k (заметим, 
что О< u_k < S-k). Тогда неравенство, указанное в лемме, примет вид 

1 1 -------- ~ ----- + T-k· 
_1__ 1 1 1 
S-k+I Т -k - U-k U-k - B-k 

Приведение к общему знаменателю и использование (3.31) и (3.33) дает 

T-k(S-k - U-k)(т-k - 2S-k+1) + (т-k - s_k - S-k+1)и:..k ~о. 

Это неравенство верно, так как все слагаемые неотрицательны; ер. (8.5). 
Лемма 8.21 доказана. • 

Вернемся к доказательству леммы 8.19. Во-первых, предположим, что 
n-oe отражение происходит на рассеивающем или плоском участке грани­
цы; тогда Е-п = В~п ==и 

1 
1 + - 1 1~-1' 

T-n + 1/В_п T-n + 1/n-п T-n 

так как n_п ~ О. Объединяя результаты приведенных выше упражнения 
--1 

и леммы, мы получаем в _i ~ т -п + ... + т -i-1 и 

1 п'-l 1 
IИ1 · · · Ип-1[т-п]- 1 1 ~ - Х П ~ 

Т _п i=l 1 + т -iB-i 

п-1 
1 п Т -i-1 + ... + Т -n _ 1 

~ -- х - ------
т -п i=l т -i + ... + т -п т -i + ... + т -п 

Во-вторых, предположим, что n-oe отражение происходит на фокусирую­
щей дуге (радиуса r_п); тогда 1/В~п = 2/n-п = -r-пcosr.p_n· 
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УПРАЖНЕНИЕ 8.22. Покажите, что 

1 
Т-п - r _п COS 'Р-п 

Указание: вспомните, что т -п ~ 2r -п cos 'P-n· 

Теперь мы оценим 1/i. Так как Vi соответствует неустойчивому вол­
--1 

новому фронту, изначально плоскому (В:п = О), то В_п = r -п cos 'Р-п; 
следовательно, 

--1 
Bi ~ r -п cos 'Р-п + Т -п + ... + Т -i-1 

и, таким образом, 

1 

Vi ... Vп-1 1 1 
Т _п + Г-п COS 'Р-п ~ Т-п + Г-n COS'fJ-n 

п-1 l 

Х }] 1 + T_il3-i ~ 
1 1 

~ ~~~~~~~~~~~~~ ~ ~~. 
(t-n\ Т-1 + ... + Т-п + Г_nCOS'fJ-n 

Это доказывает лемму 8.19. • 
ЗАМЕЧАНИЕ 8.23. Оценка (8.11) точная. Например, если все п столкнове­

ний происходят на плоских участках границы (что свойственно биллиардам Бу­

нимовича, включая столы с карманами и стадионы; см. рис. 8.3), то An,n = О 
и Dn,n = 1/lt-nl· Однако, если п-ое столкновение происходит на фокусирующей 
дуге, оценка (8.11) может быть улучшена. 

Следующее утверждение абсолютно аналогично следствию 4.37. 

Следствие 8.24. Пусть х Е М. Предположим, что неустойчивый 
фронт в х имеет кривизну l3 и его прообраз в момент времени t_n п-ого 
столкновения в прошлом также неустойчив. Тогда !В - ви(х)! ~ 1/lt-nl· 

Таким образом, так же, как в упр. 4.38, функция ви(Х) непрерывна 
на множестве точек Х Е П, для которых существует прошлая полутраекто­

рия Х и ви =!= оо (последнее имеет место в точках фокусировки). 
Вследствие временной обратимости наклон l38 (X) устойчивого под­

пространства ЕХ_, Х Е n, выражается аналогичной непрерывной дро­
бью (4.45), которая определена на множестве точек ХЕ n, имеющих про­
шлую полутраекторию, и непрерывной там, где В8 (Х) =!= 00. 
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Неустойчивое и устойчивое подпространства Е'/:/ С ТхМ имеют на­
клоны vи,в(х), которые выражаются формулами (4.46) и (4.48). Функ­
ции vи(х) и V 8 (x) определены и непрерывны на множестве точек х ЕМ, 
для которых все прошлые, соответственно, будущие, итерации F являются 
гладкими. Заметим, что устойчивые и неустойчивые многообразия никогда 

не фокусируются в моменты столкновений; следовательно, [vи,s(x)[ < оо. 
Мы закончим этот раздел ответом на вопрос, сформулированный 

в§ 3.12. 

Предложение 8.25. Функция log+ [ви+(х)[ интегрируема на М, 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. С точками х Е М на рассеивающих и плоских 
участках границы можно поступить точно так же, как в доказательстве 

предложения 4.39. Для точек на фокусирующих дугах мы имеем 

log+ [ви+(х)[ ~ log+[2JC(x)/ cos<p(x)]; 

таким образом, предложение следует из интегрируемости функции [ log cos <р [ 
на М; см. (3.8). • 

8.7. Устранение несущественных столкновений 

Изучение биллиардов Бунимовича во многом аналогично изучению 
биллиардов Синая. Однако в биллиардах с фокусирующими дугами мы 

встречаемся с новым явлением, которого нет в биллиардах Синая катего­

рий А и В: это неравномерная гиперболичность, описанная в конце § 8.4. 
В течение длинной серии несущественных столкновений (типов № 1, №2 
и № 3, определенных в § 8.4) расширение и сжатие происходят очень мед­
ленно (если происходят вообще); таким образом, такие столкновения «те­

ряются» с точки зрения гиперболичности динамики. 

К счастью, отображение F имеет очень простую структуру (оно прак­
тически линейно) в течение серии несущественных столкновений. 

УПРАЖНЕНИЕ 8.26. Пусть х = (r, <р) и F(x) = (r1, <р 1 ) - точки по­
следовательных столкновений, лежащие на двух плоских участках грани­

цы дD. Найдите явные формулы для отображения F вблизи х; в частности, 
проверьте, что <р1 - линейная функция <р, а r1 - линейная функция r. 

УПРАЖНЕНИЕ 8.27. Пусть х = (r,<p) и F(x) = (r1,<p1) -точки по­
следовательных столкновений, лежащие на одной фокусирующей дуге (или 

на двух фокусирующих дугах, лежащих на одной окружности) радиуса r. 
Проверьте, что 

ri = r + r(7r - 2<р), если <р >О, 
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и 

r1 = r - r(7r + 2ер), если ер< О; 

в частности, r1 - линейная функция как по r, так и по ер. 

Простота отображения :F в течение серии несущественных столкнове­
ний позволяет упростить эту серию следующим образом. 

Если k-oe столкновение траектории Х Е П происходит на плос­
ком участке границы, то Rk = О, таким образом, соответствующий член 

в непрерывной дроби ви(Х), если k < О, или В8 (Х), если k > О, обнуля­
ется. Простой прием 

1 
Tk-1 + ----- = Tk-1 + Tk + · · · 

1 
о+--­

тk + ... 
позволяет нам исключить все нули из непрерывных дробей ви(х) и В8 (Х), 
не меняя их значений. Упрощенные таким образом непрерывные дроби 

соответствуют «воображаемой» биллиардной траектории, которая испыты­

вает такие же столкновения и в те же моменты времени, что и реальная 

траектория Фt(Х), с неплоскими участками границы, но не испытывает 
столкновений с плоскими участками (которые мы «пропускаем»). 

Геометрически такая воображаемая траектория может быть nостроена 

с помощью приема, использованного в § 1.1 и 1.2. Каждый раз, когда ре­
альная траектория сталкивается с плоской стороной Гj стола 'D, мы отра­
жаем весь стол относительно Г j и позволяем нашей траектории двигаться 
по прямой внутрь отраженного образа V; см. рис. 8.7 (мы «разворачива­
ем» траекторию). Новая (воображаемая) траектория затем столкнется с гра­

ницей нового (воображаемого) стола, и каждый раз, когда она ударяется 

о плоскую сторону, мы повторяем прием с переворачиванием стола, таким 

образом получая все больше и больше зеркальных образов области 'D, где 
продолжают двигаться воображаемые траектории. 

Кроме того, пусть волновой фронт двигается вдоль траектории точ­

ки Х. Тогда прием с переворачиванием стола дает новый воображае­
мый волновой фронт, двигающийся вдоль «воображаемой копию> траек­

тории Фt(Х); см. рис. 8.7. Каждая траектория этого фронта двигается 
прямолинейно сквозь плоские участки границы в зеркальный образ обла­

сти 'D. Очевидно, геометрические характеристики воображаемого фронта 
(его кривизна и протяженность) в любой момент времени будут идентич­

ны характеристикам реального волнового фронта (сравните это наблюдение 

с упр. 3.33). 
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Рис. 8.7. Воображаемые траектории (серые), двигающиеся без столкновений 

на шюских участках границы в зеркальном образе области V 

Таким образом, все столкновения с плоскими участками границы мо­

гут быть полностью выброшены из анализа, а серии несущественных 

столкновений типа № 1 могут больше не рассматриваться. Единственный 
«побочный эффект» заключается в том, что увеличиваются интервалы меж­

ду столкновениями. 

Далее, предположим, что траектория точки Х Е П испытывает се­

рию последовательных столкновений с одной и той же фокусирующей ду­

гой (или с несколькими дугами, лежащими на одной окружности) ради­

уса r. Обозначим точки столкновений Xn, Xn+ 1 , ... , Xn+k· Тогда, согласно 
упр. 8.27, 

'Pn = · · · = 'Pn+k =: i.p, 

Tn = Tn+1 = ... = Tn+k-1 = 2rcos<p =: т 

и 

2 4 
Rn = Rn+1 = · · · = Rn+k = --- = -. 

r cos 'Р т 

Соответствующее удлинение непрерывной дроби может быть «свернуто» 

следующим образом: 

4 1 2 1 
--+-----------=--+-------
т 1 т 1 

т+ ---------
4 1 

--+------
т 1 

т+----
4 --+ 
т 

-kт+----
2 

--+ 
т 

(8.12) 
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УПРАЖНЕНИЕ 8.28. Проверьте (8.12). Указание: используйте индук­
цию по k; также см. (1.3). 

Приведенная дробь в правой части (8.12) соответствует воображаемой 
биллиардной траектории, эволюционирующей следующим образом: в мо­

мент времени tn, когда реальная траектория совершает свое первое столк­
новение нашей серии, воображаемая траектория отражается от окружно­

сти удвоенного радиуса 2r; затем она двигается в обратном направлении 
без столкновений в течение kт единиц времени (это в точности время, ко­

торое реальная траектория проводит между первым и последним столкно­

вениями в серии); и в момент времени tn+k = tn + kт, когда реальная 
траектория совершает свое последнее столкновение, воображаемая траек­

тория снова отражается от окружности радиуса 2r; см. рис. 8.8. 

Рис. 8.8. Воображаемые траектории («толстые» серые), двигающиеся «в обратном 
направлении» после столкновения с окружностью удвоенного радиуса 

Теперь пусть бесконечно малый волновой фронт двигается вдоль тра­

ектории Х и испытывает k + 1 последовательное столкновение с нашей 
фокусирующей дугой. Обозначим через В;; его кривизну перед первым 

столкновением. Тогда расширение фронта в р-метрике в течение всей се­

рии выражается формулой 

k-1 

:!= П ll+т(-4/т+B~+i)I. 
i=O 

Каждая траектория нашего фронта имеет воображаемую копию, построен­

ную выше, таким образом, мы получаем воображаемый волновой фронт, 

эволюционирующий между двумя столкновениями с окружностями радиу-
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са 2r. Его расширение между двумя столкновениями в р-метрике имеет вид 

.Лm = \ 1 - kт(-2/т +в;;-) 1 

согласно (8.12). 

УПРАЖНЕНИЕ 8.29. Докажите, что :1 = .Лm, то есть воображаемый 
фронт расширяется точно так же, как и реальный волновой фронт. Ука­

зание: вспомните, что -4/т + т13;;+i имеет форму, записанную в левой 
части (8.12); таким образом, это выражение может быть заменено приве­
денной дробью, аналогичной дроби в правой части (8.12). 

Следовательно, геометрические характеристики воображаемого фрон­

та (его кривизна и протяженность) будут идентичны характеристикам ре­

ального волнового фронта в моменты первого и последнего столкновений 

нашей серии. Вся серия столкновений с фокусирующей дугой может быть 

заменена двумя столкновениями с воображаемыми дугами удвоенного ра­

диуса. Это влечет за собой два «побочных эффекта»: интервал между двумя 

столкновениями с (реальными или воображаемыми) дугами больше не мо­

жет быть сколь угодно малым (см. упражнение ниже), а кривизна фронта 

после первого столкновения с дугой отличается от кривизны реального вол­

нового фронта. 

Заметим, что если волновой фронт неустойчив, то есть 13- удовлетво­

ряет условию (8.4), то -2/т + 13- <О; следовательно, воображаемый вол­
новой фронт становится фокусирующимся после первого столкновения. Но 

так как он двигается в обратном направлении, он будет монотонно расши­

ряться без прохождения точек фокусировки; см. рис. 8.8. Это делает дина­
мику фронта аналогичной той, что мы видели в рассеивающих биллиардах. 

УПРАЖНЕНИЕ 8.30. Покажите, ЧТО для любой фокусирующей дуги гi 
существует положительная константа ci > О такая, что в любой серии 

из k + 1 ~ 2 последовательных столкновений с Гi интервал (= kт) меж­
ду первым и последним столкновениями всегда превосходит Ci· 

8.8. Стадионы 

Устранение серии несущественных столкновений дает возможность 

установить близкую аналогию между биллиардами Бунимовича и рассеива­

ющими биллиардами категорий А и В. Большая часть фактов, установлен­

ных нами в главах 4 и 5, также распространяются на биллиарды Бунимо­
вича: гладкость устойчивых и неустойчивых кривых, свойства особых кри­

вых, конструкция устойчивых и неустойчивых многообразий, формулы для 

u-SRВ плотности, ограничения на искажения, абсолютная непрерывность. 
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На рассеивающих (и плоских) участках границы основные свойства 

обычно принимают тот же вид, что и в случае биллиардов Синая, но на фо­

кусирующих дугах они имеют иную форму и требуют отдельного рассмот­

рения. Напомним, что в определении 8.7 мы должны были говорить о рассе­
ивающих участках и фокусирующих дугах отдельно; в соответствии с этим 

мы имели две различные формулы для неустойчивых конусов. Каждый раз, 

когда рассматриваются два последовательных столкновения, мы должны 

анализировать четыре различные комбинации типов столкновений (вспом­

ним наши доказательства теоремы 8.9 и леммы 8.21). 
Как результат, доказательства многих основных фактов для биллиар­

дов Бунимовича, даже если они аналогичны по духу доказательствам, по­

строенным для столов Синая, неминуемо длиннее и технически сложнее. 

(Например, сравните наш разговор о непрерывных дробях в § 4.7 для бил­
лиардов Синая и в § 8.5 и 8.6 для столов Бунимовича.) По этой причине 
мы ограничим наш анализ некоторым классом биллиардов Бунимовича -
стадионами. 

Стадион показан на рисунке 8.3 (в); это стол, ограниченный двумя 

равными отрезками параллельных прямых и двумя равными полуокружно­

стями (граница принадлежит классу С1 ' НО не С2). Стадион бьm рассмот­
рен Бунимовичом в 1974 году [Bu74b], но стал популярной темой в 1979 
году после публикации других статей [Bu79]. Эта модель привлекала вни­
мание многих физиков в 1980-х, они были удивлены, увидев такой простой 

пример абсолютно хаотического биллиарда. Он остается хаотическим, на­

сколько бы короткими ни являлись параллельные отрезки, но если они ис­

чезают, стадион превращается в диск, где биллиард является полностью 

интегрируемым(§ 1.1). Таким образом, мы имеем непрерывное семейство 
биллиардных столов, где переход от абсолютно регулярного режима к пол­

ному хаосу происходит мгновенно. Физики провели массу компьютерных 

экспериментов, исследуя это удивительное превращение, и опубликовали 

множество работ, посвященных стадионам. 

В дальнейшем мы ограничим наш анализ стадионами. Таким обра­

зом, мы больше не будем рассматривать рассеивающие участки границы, 

а плоские стороны будут полностью удалены с помощью приема с пере­

ворачиванием стола; см. ниже. Это позволит нам избежать излишних труд­

ностей, возникающих вследствие присутствия столкновений разных типов, 

и, в то же самое время, схватить все существенные особенности общего слу­

чая биллиардов Бунимовича с фокусирующими дугами. Аналогичное иссле­

дование может быть применено и к дРугим моделям, например к цветкам, 

изображенным на рис. 8.3 (а), или к столам с карманами, изображенным 

на рис. 8.3 (б); мы оставляем эти задачи для заинтересованного читателя. 
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Прием с переворачиванием стола был описан в предыдущем разделе 

и проиллюстрирован на рис. 8.7. Заметим, что благодаря естественной сим­
метрии образ отражения стадиона V относительно его плоской стороны 

идентичен V. Последующие образы образуют бесконечный ряд идентич­
ных стадионов с общими плоскими сторонами; см. рис. 8.9. Таким обра­
зом, мы получаем неограниченный биллиардный стол 'Doc" граница кото­
рого состоит из двух рядов идентичных смежных полуокружностей. Это 

эквивалентно тому, что мы отождествляем противоположные плоские сто­

роны исходного стадиона и получаем стол V 0 на двумерном торе; так бу­

дет устроена фундаментальная область периодического стола V00 • Обрати­

те внимание, что ни V00 , ни V 0 не имеют плоских участков границы. Все 

столкновения происходят только на полуокружностях. 

Рис. 8.9. Бесконечный стол, составленный из идентичных стадионов с общими 
плоскими сторонами 

Более того, процедура устранения несущественных столкновений, опи­

санная в предыдущем разделе, подразумевает, что мы можем переопре­

делить отображение F таким образом, что в каждой серии столкнове­

ний с фокусирующей дутой будут учитываться только первое и послед­

нее из них. Соответственно определим подмножество М<> с М, состо­
ящее из точек х = ( q, v) таких, что q принадлежит фокусирующей дуге, 
и либо образ точки F(x), либо ее прообраз F- 1 (x) не лежит на той 
же дуге. Также рассмотрим отображение возвращения F<>: М<> -+ М<>; 
то есть F<>(x) = р(х)(х), где п(х) = min{n > О : F(x) ЕМ<>}· Отоб­
ражение F<> сохраняет меруµ, индуцированную на М<>, которую мы обо­
значимµ<>= [µ(М<>)]- 1 µ. 

Множеством<> состоит ИЗ двух одинаковых шестиугольников (соот­
ветствующих двум одинаковым полуокружностям); один из них изображен 

на рис. 8.10. Этот белый невыпуклый шестиугольник AHBFGE является 
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r.p 

-----------G-----------
с _:- D 

-------- __ н ___ -------

r 
А в 

Рис. 8.10. Множество М<> 

объединением двух параллелограммов: CBDE, который содержит все точ­
ки первых столкновений с полуокружностью, и АС F D, который содержит 
все точки последних столкновений с полуокружностью (их пересечение, 

ромб CHGD, состоит из точек единичных столкновений с полуокружно­
стью). Два черных треутольника содержат точки промежуточных столкно­

вений, и поэтому они не входят в м<>. 

УПРАЖНЕНИЕ 8.31. Проверьте, что множество м<> действительно 

имеет описанную структуру. 

Отображение F<> переводит треутольник CEG в треугольник DFG; 
аналогично, треугольник BHD переводится в АОН. Оно преобразует па­
раллелограмм ACFD в параллелограмм, аналогичный CBDE, но лежа­
щий внутри друтого шестиутольника (соответствующего противоположной 
полуокружности). 

Далее, опишем действие F<> на верхнем левом треугольнике CEG. 
На большем треутольнике CEF, где rp >О, исходное отображение F дей-
ствует по правилу 

(r, rp) г--+ (r + r(n - 2rp), rp); (8.13) 

см. упр. 8.27. Если биллиардная траектория совершает k последовательных 
столкновений с полуокружностью (в течение которых координата rp оста­
ется постоянной), то 

следовательно, cos rp = ~+О ( ; 2 ). (8.14) 

Теперь новое отображение F <> действует по правилу 

r г--+ r + kr(n - 2rp). (8.15) 
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Это отображение линейно в каждой области, где k постоянно, но в CBDE 
таких областей, соответствующих различным k, счетное количество; они 
разделяются линиями, состоящими из траекторий, ударяющихся о конце­

вые точки нашей полуокружности при последнем столкновении с ней. Та­

ким образом, новое отображение :F <> кусочно-линейно и имеет счетное ко­
личество линий разрыва (особых линий). 

Действие :F и :F<> в прямоугольнике EFDC (где <р >О) иллюстрирует 
рис. 8.11. Он разделяется двумя семействами прямых линий, каждое из ко­
торых сходится в одной из верхних вершин шестиугольника, на счетное ко­

личество четырехугольников, образующих шахматную конфигурацию. Ис­

ходное биллиардное отображение :F преобразует каждый четырехугольник 
(линейно) в стоящий справа от него в том же горизонтальном ряду. Новое 

отображение :F <> отправляет крайний левый четырехугольник в крайний 
правый в том же ряду. Это можно проиллюстрировать следующей диаграм­

мой (см. рис. 8.11): 
:F 

Рис. 8.11. Действие :F 

Заметим, что линии в треугольнике CEG являются линиями разры­
ва для отображения :F<>, в то время как линии в DFG являются линиями 
разрыва для обратного отображения :F<; 1 . Количество четырехугольников 
в каждом ряду равно k (количеству последовательных столкновений с по­
луокружностью). 

Нижний четырехугольник ACDB (где <р < О) делится на четырех­
угольники аналогичным образом, но отображения :F и :F <> двигают их спра­
ва налево. 
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УПРАЖНЕНИЕ 8.32. Проверьте, что отображения :F и :F<> описаны 
правильно. 

ЗАМЕЧАНИЕ 8.33. Данное описание отображения :F (и «приведенного» отоб­
ражения :F 0 ) применимо к любой фокусирующей дуге биллиардного стола Буни­
мовича до тех пор, пока дуга не превышает полуокружности. Если дуга больше 

полуокружности, то в игру вступают несущественные столкновения типа № 3. Мы 
оставляем этот случай читателю в качестве упражнения. 

Отображение :F <> имеет и другие особенности, лежащие в параллело­
грамме ACF D; они соответствуют траекториям, направляющимся к кон­
цевым точкам противоположной полуокружности. 

УПРАЖНЕНИЕ 8.34. Покажите, что особенности, о которых говорится 
выше, состоят из двух счетных (симметричных) семейств возрастающих 

кривых, которые аккумулируются вблизи вершин С и D; см. рис. 8.12. 

с 

А 

Рис. 8.12. Особенности :F 0 (черные линии) в параллелограмме АС F D 

8.9. Равномерная гиперболичность 

В этом разделе мы докажем, что для любого стадиона отображение 

возвращения :F<>: М<> --+ М<> равномерно гиперболическое. Воспользуем­

ся стандартными обозначениями (привязав их к отображению :F0 ): возьмем 
точку х = (r, <р) Е М0 , обозначим через Хп = (rп, 'Рп) = :F~(x) ее образы, 
а Rn, Тп и т.д. - соответствующие параметры в Хп. Заметим, что п здесь 

нумерует только существенные столкновения. 

Зададим касательный вектор dx = (dr, d<p) Е ТхМ<>, обозначим dxn = 
= (drп, dr.pn) = Dx:F'(;(dx) его образ, а Vn = d<pп/drп - его наклон, че­

рез /3-:; обозначим кривизну соответствующего ВОЛНОВОГО фронта ДО И ПО-
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еле столкновения; напомним соотношение (8.3). Обозначим также lldxnll = 
= [(drп) 2 + (depn) 2

)
112 евклидову норму и lldxnllP = 1 cosepпdrпl р-норму 

этих касательных векторов. 

ЗАМЕЧАНИЕ 8.35. Мы применим нашу схему приведения из § 8.7 к каждой 
серии последовательных скользящих столкновений; таким образом, соответствую­

щие Tn стануг отрицательными. Важно тем не менее, что расширение в р-метрике 

всегда определяется формулой 

(8.16) 

как при Tn >О, так и при Tn <О (сравните с (8.12)). 

Свободный пробег между (существенными) столкновениями равно­

мерно отделен от нуля: lтnl ;?: Tmin >О (см. упр. 8.30). Однако ограничения 
сверху нет. (Почему?) 

Тангенс угла наклона V = dep / dr неустойчивого вектора ( dr, dep) все­
гда отрицателен; на самом деле -1/r:;:;;; V <О (см. (8.3) и (8.4)). В даль­
нейшем будем предполагать, что прообраз (dr _1 , dep_ 1 ) также является 
неустойчивым вектором. 

Предположим, что х и х_ 1 принадлежат противоположным полу­

окружностям. Так как обе полуокружности отвечают Б-условию, точка фо­

кусировки волнового фронта, соответствующего нашим касательным век­

торам, лежит ближе к х_1 , чем к х, и делит интервал т_ 1 между х_1 их 
в отношении р:;:;;; 1-со, где со= co('D) >О - некоторая константа. Отсюда 
следует 

Заметим также, что О:;:;;; в- :;:;;; 2/тmin = const, и 

_ 1- С1 
в:;:;;;---, 

rcos ер 
(8.17) 

где с1 = с1 ('D) > О - константа. Так как наклон касательного вектора 
выражается формулой V = /С + в- cos ер и /С = -1 / r = const, то мы име­
ем -1/r :;:;;; V :;:;;; -c1/r. Это можно выразить так: V ::::: -1. (Напомним, 
что F::::: G означает О< С1 < F/G < С2 < оо при некоторых положитель­
ных константах С1 , С2, зависящих только от 'D; см. § 4.3.) 
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Далее, пусть х и х_1 принадлежат одной полуокружности (они мо­
гут быть разделены другими несущественными, скользящими столкнове­

ниями). В этом случае предполагается, что второй прообраз нашего каса­

тельного вектора (dr _2 , dcp_2 ) также неустойчив, тогда можно применить 
к х_ 1 неравенство (8.17). Получаем 

+ 1 _ С1 
В_1 = - +В_1 ~ -----

r cos 'Р-1 r cos 'Р-1 

согласно (8.12). Так как т _ 1 ~ -Tmin <О, то мы имеем 

что является величиной, отделенной от 1. Также в этом случае время т _1 

имеет ограничение снизу т _ 1 ~ -Tmax > -оо, и мы имеем 
1 1 --- ~в-~ - ' 

Tmin Tmax + C1/r 

то есть в- ::::::: -1. Если количество k скользящих столкновений между точ­
ками х_ 1 их велико, то coscp::::::: 1/k в соответствии с (8.14) и 

в+= --1
- +в-::::::: -k. 

r cos ер 

Для наклона V имеем 

V =-К+ в+ coscp =в- coscp::::::: -1/k 

(это также может быть установлено напрямую из (8.14)-(8.15)). 
Подведем итог рассуждениям. Тангенс угла наклона неустойчивых век­

торов всегда ограничен снизу 

-оо < const ~ V < О. (8.18) 

Растяжение неустойчивых векторов в р-метрике всегда равномерно: 

lldxn+1llp = 11+тв+1>-л>1 
lldxnllp п п с;-- ' 

(8.19) 

где Л = Л(V) > 1 - некоторая константа. Более того, когда cos 'Рп мало, 
оценку МОЖНО улучшить: 

(8.20) 
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Для растяжения в евклидовой метрике мы имеем, как и в (4.18), 

lldxпll 
lldxoll 

lldxпllp cos<po ~ 
Jjdxollp COS'f?п J1 + V{ 

(8.21) 

Последняя дробь равномерно отделена от нуля и бесконечности соглас­

но (8.18). Для работы со средней дробью мы используем (8.20), поло­
жив п = О, и получим 

(8.22) 

где с = c('D) > О также является константой. Таким образом, гипербо­
личность также равномерна в евклидовой метрике. Заметим, однако, что 

растяжение неустойчивых векторов всегда монотонно в р-метрике, но в ев­

клидовой метрике это правило может нарушаться. 

Заметим также, что 

JJdxпнll 
JJdxпJI 

JJdxп+1 llP COS 'Рп V1 + V~+l ;;:: 1 

lldxпllp COS'f?n+l Jl + V~ COS'f?n+l 

эта формула полезна при cos 'Рп+~ ~О. 

(8.23) 

В приведенном пространстве столкновений М<> имеется три «про­
блемных» области, в которых величины, с которыми мы работаем, стремят­

ся к нулю или бесконечности. Это первое и последнее столкновения в длин­

ной серии из k » 1 скользящих столкновений с полуокружностью. Также 
сюда относятся столкновения, предшествующие длинной серии из т >> 1 
отражений от плоских сторон исходного стадиона. Такие точки распола­

гаются вблизи вершин Е, F и С, D соответственно, в шестиугольнике, 
изображенном на рис. 8.10. 

Таблица 8.1 описывает асимптотическое поведение (в смысле:=::) раз­
личных величин в трех случаях «проблемных» столкновений (например, 

при первом скользящем столкновении т :=:: -1, cos<p :=:: 1/k, и т.д.). Все 
формулы в таблице немедленно следуют из нашего предыдущего анализа 

или друг из друга. 

Последняя строка в таблице 8.1 описывает растяжение неустойчи­
вых кривых в р-метрике, а сейчас опишем его в евклидовой метрике. Ес­

ли х ЕМ<> - первое скользящее столкновение, то cos<p = cos<p1 (:=:: 1/k); 
следовательно, lldx111/lldxll :=:: k :=:: IJdx1 llP/lldxllp· 
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Таблица 8.1. Асимптотики различных величин в трех типах «проблемных» столк­
новений 

Типы В серии из k столкновений Перед серией из m отражений 

столкновений первое последнее от плоских сторон 

т -1 1 m 
cos <р 1/k 1/k 1 
в- 1 -1 1/m 
п -k -k -1 
в+ -k -k -1 

V = d<p/dr -1 -1/k -1 
Jl +тв+1 k k m 

Пусть х Е М<> - последнее столкновение в длинной серии из k » 1 
скользящих столкновений с полуокружностью. Очевидно, :F<>(x) является 
первым столкновением в другой длинной серии из k1 » 1 скользящих 
столкновений с противоположной полуокружностью. 

УПРАЖНЕНИЕ 8.36. Покажите, что для некоторых констант с, С> О 
имеет место двойное неравенство cvfk:::;; k1 :::;; Ck2 . (Здесь ситуация анало­
гична случаю рассеивающих биллиардных столов типа В; ер. § 4.10.) 

Так как cos r.p1 :::=:: 1/k1 , то мы получаем, согласно (8.23), 

(8.24) 

для некоторых констант с, С > О. Наконец, пусть х Е Мо предшествует 
длинной серии из т >> 1 отражений от плоских сторон исходного стади­
она. Тогда :F<>(x) также предшествует другой длинной серии из т1 » 1 
отражений от плоских сторон. 

УПРАЖНЕНИЕ 8.37. Покажите, что для некоторых констант с, С> О 

имеет место двойное неравенство ст :::;; т1 :::;; Ст. На самом деле границы 

можно указать точнее: т/3 :::;; +o(m) :::;; m1 :::;; 3т + о(т). Мы убедимся 
в этом с помощью другого подхода в разделе 8.14. 

В результате lldx1ll/lldxll :::=:: т :::=:: lldx1llp/lldxllp· 

8.10. Устойчивые и неустойчивые кривые 

Ниже мы рассмотрим устойчивые и неустойчивые кривые в приведен­

ном пространстве столкновений стадиона Мо. Устойчивые кривые имеют 
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положительный наклон, а неустойчивые - отрицательный (в случае рас­

сеивающих биллиардов все наоборот!). Эти кривые не имеют самопересе­

чений. Их длины (как в метрике 1 • \, так и в 1 · \р) равномерно ограниче­
ны. Если wи - неустойчивая кривая, а W 8 

- устойчивая, то. их пересече­

ние wи n ws трансверсально и состоит не более чем из одной точки. 
Мы видим, что линии разрыва отображения :F <> являются возрастаю­

щими (устойчивыми) кривыми (ер. § 8.8), таким образом, любая неустойчи­
вая кривая пересекает каждую линию разрыва не более чем в одной точке. 

Следовательно, образ :F<>(W) любой неустойчивой кривой W С Мо явля­
ется конечным или счетным объединением неустойчивых кривых, которые 

мы будем называть компонентами :F <> (W). 
Теперь мы установим С2-гладкость этих кривых, а также равномер­

ную ограниченность их вторых производных, в том же смысле, который 

использовался в § 4.5 для рассеивающих биллиардов (здесь мы не идем 
дальше второй производной, чтобы избежать излишних сложностей). Как 

и в § 4.5, наши кривые содержат концевые точки, и гладкость в этих 
точках всегда распространяется на односторонние производные в этих 

точках. 

Предложение 8.38. Для каждой С2-гладкой неустойчивой кривой 
W с Мо существует такое nw ~ 1, что для всех n ~ nw каждая глад­
кая компонента W' С J=O(W) имеет равномерно ограниченную вторую 
производную 

\d2 cpn/dr;J ~С (8.25) 

на W', где С= C(V) >О - некоторая константа. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Длякраткостиопустиминдекс n. Пусть (r,cp(r)) 
обозначает точку на W'. Дифференцирование (8.3) (где К= const) дает 

(8.26) 

Первый член равномерно ограничен; следовательно, вторая производная 

будет ограничена, если мы докажем следующее утверждение. 

Лемма 8.39. Для каждой С2-гладкой неустойчивой кривой W с Мо 
существует такое nw ~ 1, что для всех п > nw каждая гладкая компо­
нента W' С J=O (W) удовлетворяет неравенству 

\dв- /drl ~ С' 

на W', где С'= C'('D) >О - некоторая константа. 
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ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Так как w - С2-гладкая кривая, то sup \d2<p/dr2 \ < 
w 

< оо; следовательно, 

sup 1 cos <р dB- /dr/ < оо 
w 

(8.27) 

согласно (8.26). В наших стандартных обозначениях мы имеем при п ~ 1 

1 
в~ = --~---1~--

т п-1 + ----­
Rn-1 + В;:_1 

следовательно, исnользуя (3.31) и (3.33), получим 

dB-;; -[rз-J2drп-1 1 (dRn-1 dB;:_1) 
--- п --+ 2 ---+--- . 
drп drп [l + 1"n-lB~_ 1 J drп drп 

Сначала проверим, что 

(8.28) 

(8.29) 

что очевидно в случае полетов без столкновений (вспомним доказатель­

ство леммы 4.44). В ином случае Хп-1 - первое столкновение в се­

рии из k скользящих столкновений с полуокружностью. Тогда Tn-1 = 
= 2(k - l)rcos<pn; следовательно, /drп-1/d~nl ::=:: k, то есть неограниче­
но. Но /drп/dcpn/ = l//Vn/ ::=:: k, таким образом, два k сокращаются, что 
и доказывает (8.29). Следовательно, первое слагаемое в (8.28) равномерно 
ограничено. 

Далее, 

dRп-1 dRп-1 drп-1 2Vп-1 sin Ч?п-1 drп-1 
dr;;- = drп-1 Х drп = - rcos2 Ч?п-1 Х drп · 

Заметим, что \drп\ \\dхп\1/ y'l + v,; ::=:: //dхп\\; следовательно, 
\drп-1/drп\ ::=:: \ldxn-1\1/l\dxn\I, что является величиной, равномерно огра­
ниченной вследствие равномерной гиперболичности (8.22). Малая вели-

чина cos2 Ч?п-l в знаменателе поглощается множителем [1+Тп_1 ТЗ~_ 1 ] 2 
в соответствии с (8.20); таким образом, 
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Далее, представим \drn_ 1 drп\ в виде 

l

drn-11 = \\dxn-1llP Х COSipn 
dтп lldxnl/p COS1Pn-l 

где 

и 

i.JJn = е;;, 1 cos1Pn = \1+TnB;t1cos1Рп· 

Заметим, что Вп ~ л- 1 < 1, и wп ограничено сверху и снизу соглас­
но (8.20), то есть 

Комбинируя эти оценки и (8.28), получим 

1
dB;;1 :::::: С"+ 82 () ~ 1 dB;;,_11 
drn "" n-l п i.JJn-1 dтп-1 ' 

(8.30) 

где С"= C"(D) >О - константа. Простое рекурсивное применение оцен­
ки (8.30) дает 

1

dB;;1 ~ Wmax ( С" -з + Л -Зn+leo 1 dB-1). 
dтп Wmin 1 - Л dr 

Наконец, заметим, что, согласно (8.27) и (8.20), мы имеем 
supw Bo/dB- /dr/ < оо, что завершает доказательство леммы 8.39. • 

Предложение 8.38 теперь доказано. • 

ЗАМЕЧАНИЕ 8.40. Заметим, что наши рассуждения довольно сильно отлича­
ются от доказательства соответствующего предложения 4.29 для случая рассеиваю­
щих биллиардов: там использовался биллиардный поток, в то время как здесь мы 

работаем только с отображением столкновений. Причина заключается в том, что 

между столкновениями неустойчивые волновые фронты проходят через точки фо­

кусировки, в которых кривизна обращается в бесконечность, что затрудняет анализ. 

Напротив, в предложении 4.29 мы решили использовать биллиардный поток пото­
му, что анализ был достаточно простым, и нам удалось получить несколько более 

точные оценки. 

Вследствие обратимости времени все устойчивые кривые имеют ана­

логичные (дуальные) свойства. 
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Далее, опишем особенности отображения Fo. Положим So = дМо 
и обозначим через Sn особенности отображения :Fg. Мы увидели в§ 8.8, 

что кривые разрыва отображения F <> устойчивы, а кривые разрыва F"() 1 

неустойчивы. Легко убедиться напрямую в том, что эти кривые имеют рав­

номерно ограниченную кривизну (некоторые из них на самом деле являют­

ся прямыми линиями!). Таким образом, все кривые в Sn \ S0 , где п :? 1, 
устойчивы и имеют равномерно ограниченную кривизну, а все кривые 

в S_n \ S0 , где п :? 1, неустойчивы и таюке имеют равномерно ограни­
ченную кривизну. 

Легко видеть, что особенности отображения F <> имеют такие же об­
щие свойства, что и отображения в рассеивающих биллиардах. В част­
ности, имеет место выравнивание линий разрыва (см. § 4.8), что следует 
из следствия 8.24 (нашего аналога следствия 4.37). Далее, линии разрыва 
продолжаемы в том смысле, который использовался в § 4.9. Особые линии 
из S_n U Sm для любых m, п > О делят пространство Мо на криволиней­
ные многоугольники, внутренние углы которых не превосходят 7Г («выпук­

лосты>); см. снова§ 4.9 (упр. 4.49). 
Заметим, что множества 5оо и §_00 (ер. (4.53)) плотны в Мо вслед­

ствие гиперболичности отображения Fo (ер. §4.11). 

8.11. Конструкция устойчивых и неустойчивых 
многообразий 

Свойства кривых разрыва, описанные в предыдущем разделе, позволя­

ют нам построить устойчивые и неустойчивые многообразия для стадионов 

таким же образом, как это сделано в § 4.11. 
Пусть х Е Мо \ S_ 00 • Для любого п:? 1 обозначим Q_n(x) связную 

компоненту открытого множества Мо \ 5-п, содержащую х. Пересечение 
их замыканий 

00 

W"(x): = n Q_п(х) 
n=1 

является замкнутой непрерывной монотонно возрастающей кривой. Неус­

тойчивое многообразие W"(x) представляет собой кривую W"(x) без кон­
цевых точек. Ее наклон в каждой точке у Е W"(x) равен V"(y) = К+ 
+ B"-(y)coscp, где В"-(у) определяется выражением (8.7). Отображе­
ние F"()n является гладким на W"(x) при всех п:? 1, а прообразы W"(x) 
сжимаются под действием F~ 1 равномерно и экспоненциально во времени. 
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Предложение 8.38 показывает, что неустойчивые многообразия принадле­
жат классу С2 и имеют равномерно ограниченные производные. 

Устойчивые многообразия W 8 (x), где х Е М<.>, устроены подобным 
же образом и имеют аналогичные (дуальные) свойства. 

ЗАМЕЧАНИЕ 8.41. Мы ограничим наш анализ классом гладкости С2 , так как 
этого достаточно для обоснований эргодических и статистических свойств стадио­

нов. Однако, так как граница стадионов является кусочно бесконечно-гладкой, мы 

можем ожидать, что устойчивые и неустойчивые многообразия, так же, как и осо­

бые линии, являются бесконечно дифференцируемыми и k-я производная равно­

мерно ограничена константой Ck('D) >О для каждого k ~ 1 (ер. предложения 4.29 
и 4.43). Это может быть доказано путем обобщения предложения 8.38 на старшие 
производные, и мы оставляем это в качестве упражнения для читателя. 

Далее обсудим размер неустойчивых многообразий. Точках ЕМ<.> де­
лит wи(х) на две части, и мы обозначим через ru(x) длину (в евклидовой 
метрике) меньшей из них. Если wи(х) пусто, то положим rи(х) =О. 

Теорема 8.42. Для почти всех х Е М<.> неустойчивое многообра­
зие wи(х) существует (то есть rи(х) >О). Более того, 

(8.31) 

для некоторой константы С= C('D) >О и любого с> О. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Рассуждения очень похожи на наши доказатель­

ства теоремы 4.66 и оценки (4.59) в теореме 4.75; мы опишем только два 
шага, в которых состоит отличие. 

Во-первых, мы определим кусочно-постоянную функцию Еи ( х) на М<> 
следующим образом: при первом скользящем столкновении в серии дли­

ны k мы положим Еи ( х) = k и при последнем столкновении в этой се­

рии положим Еи(х) = Vk; при столкновении перед длинной серией из т 
столкновений с плоскими сторонами положим Еи(х) = т. Тогда из на­
ших оценок в конце раздела 8.9 следует, что существует малая констан­
та с= c('D) >О такая, что cEu(x) является оценкой снизу для коэффици­
ента растяжения неустойчивых векторов dx Е 'ГхМ<.> для всех х Е М<.>, 
то есть i!'DxF<.>(x)[[? cEu(x)\\dxl!. 

Во-вторых, мы должны доказать аналог (4.62); то есть 

(8.32) 

где 
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Рис. 8.13. Линии разрыва 

и dи(х, S1 ) - длина самой короткой неустойчивой кривой, которая соеди­
няет х с множеством S1. 

Здесь требуется детальный анализ особенностей вблизи точек, где ак­

кумулируются особые линии, то есть вблизи точек Е, В, С, D шестиуголь­
ника, изображенного на рис. 8.10. Крупный план окрестностей точек Е и С 
показан на рис. 8.13; картина вблизи точек В и D симметрична. 

Точки первых столкновений в длинной серии из k скользящих столк­
новений заполняют серый четырехугольник слева (вблизи Е); точки, пред­

шествующие серии из т отражений от плоских сторон, заполняют серый 

четырехугольник справа (вблизи С). 

УПРАЖНЕНИЕ 8.43. Покажите, что размеры этих областей, в смыс­

ле::=::, такие, как указано на рис. 8.13. Таким образом, левый четырехуголь­
ник имеет размеры k- 1 х k-2 , а правый - т-1 х т-2 • 

Пересечение и-: с левым четырехугольником лежит в окрестности его 

границы толщиной ck- 112c, а пересечение й-: с правым четырехугольником 
лежит в окрестности его границы толщиной cm-1c, где с> О - константа. 

Теперь 

µ<> (й~(S1)) <с 2::>-5/2с +с L m-2c <Се (8.33) 
k m 

для некоторых констант с, С > О (заметим, что дополнительный множи­
тель k- 1 здесь учитывает плотность cos r.p ::=:: 1/k мерыµ<>)· • 

УПРАЖНЕНИЕ 8.44. Докажите линейную оценку для остатка, анало­
гичную (8.31), в р-метрике: 
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где ри(х) - расстояние в р-метрике от х до ближайшей концевой точ­
ки wи(х). Указание: вспомните доказательство формулы (4.60) в §4.14; 
функция Еи ( х) может быть определена так же, как выше. Положим 

й;,е(S1) = { х Е Мо: Eu(x) d~(x, S1) <с:}, 

где d~(x, S1 ) обозначает длину (в р-метрике) кратчайшей неустойчи­
вой кривой, соединяющей х со множеством S1 . Теперь покажите, что 
µ<> ( й-: ( S1)) < С с:. Заметим, что ( 8.33) требует лишь незначительных по­
правок: 

µ<> (й~(S1)) <с L k-3! 2 c: +с L m- 2c: <Се:. 
k m 

Следующее утверждение представляет собой аналог упражнения 4.50. 

Лемма 8.45. Пусть W с M<J - неустойчивая кривая, на которой Fo 
гладко. Тогда IFo(W)[::::; CJjWf, где С= C(V) >О - константа. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Обозначим через х = (r, <р) точки на кривой W, 
а через х1 = (r1, 'Р1) - точки на ее образе F 0 (W). Утверждение не три­
виально, только если cos <р 1 :::::: О (ер. (8.23)), таким образом, нужно рас­
смотреть два случая. Во-первых, если W состоит из первых столкновений 
длинной серии из k скользящих столкновений, то IWI ::::; const·k-2 согласно 
упражнению 8.43; и, следовательно 

[Fo(W)I:::::: klWI::::; const · IWl1/2
. 

Более трудным будет случай, когда W состоит из последних столкнове­
ний в длинной серии из k скользящих столкновений. Тогда F <> (W) со­
стоит из первых столкновений следующей серии (на противоположной по­

луокружности); таким образом, lldx1ll :::::: dr1 :::::: d<p1 на Fo(W). Введем 
новую переменную s = cos <р1 на F <> (W) и обозначим через Smin и Smax 

ее экстремальные значения на этой кривой. Тогда lldx1ll :::::: ds на F 0 (W) 
и IF<:;(W)I :::::: Smax - Smin· Величина lldx1ll/lldxll :::::: s представляет собой 
(локальный) коэффициент сжатия кривой Fo(W) при действии отображе­
ния F(/; ер. (8.23). Теперь 

Вшах 

IWI = j lldxll :::::: j slldx111 :::::: j s ds :::::: s~ax - s~in. 
W F<>(W) Smin 

Тогда утверждение нашей леммы следует из очевидного неравенства: 

( Smax - Smin)
2 

::::; s;;,ax - s;;,in · 8 
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УПРАЖНЕНИЕ 8.46. Покажите, что если последовательность неустой­
чивых многообразий {Wiи} сходится при i ~ оо к кривой W (в метри­

ке С0), то W (взятая без концевых точек) сама является неустойчивым 
многообразием. (Вспомните упр. 4.71.) 

УПРАЖНЕНИЕ 8 .4 7. Покажите, что почти для всех относительно ме­

ры µ<> точек х Е М<> обе концевые точки wи(х) принадлежат S-oo· 
(Вспомните упр. 4.73.) 

Мы построили и описали устойчивые и неустойчивые многообразия 

для отображения возвращения :F<> : М<> ~ М<>· Конечно, они совпадают 
с устойчивыми и неустойчивыми многообразиями для исходного отобра­
жения :F на М<>· При помощи итераций отображения :F, переводящих их 
в область М\М<>, мы сразу же получаем устойчивые и неустойчивые мно­
гообразия для отображения :F в полном пространстве столкновений М. 

8.12. u-SRВ плотности и ограничения на искажения 

Здесь мы перенесем основные результаты§ 5.1-5.6 на стадионы. Нач­
нем с двух общих фактов. 

Во-первых, два измеримых разбиения ~и и С приведенного простран­

ства М<> (так же, как и целое пространство М) могут бьпь построены точ­

но так же, как в§ 5.1 (слово в слово). Во-вторых, условные меры неустой­
чивьIХ многообразий W = wи ( х) являются абсолютно непрерывными и их 
плотности Pw (u-SRВ плотности) удовлетворяют фундаментальной форму­
ле, аналогичной (5.4): 

Pw(y) = lim Jw:F;n(y) 
Pw(z) n-+oo Jw:F0n(z) 

(8.34) 

для всех у, z Е W. Здесь Jw:F"(;n(x) = llDx:F"(;n(dx)ll /lldxll, где dx -
ненулевой касательный вектор к W в точке х. 

Существование этого предела для типичных неустойчивых многооб­

разий W может бьпь доказано практически так же, как в § 5 .2, но с двумя 
важными поправками. Во-первьIХ, возьмем логарифм и используем правило 

дифференцирования сложной функции, чтобы свести задачу к сходимости 

ряда 

00 

L (1nJwn:F0 1 (Yп) - lnJwn:F"(; 1 (zп)), (8.35) 
n=O 



344 ГЛАВА 8 

где Wn = F0n(W) и Уп = F0n(y) (то же для Zп)· Точно так же, как в§ 5.2, 
возьмем точку х Е w и обозначим Хп = т;n(х). Тогда 

1 cos 'Рп J 1 + v~+l 
\1+тп+1B~+1 \cosr.pn+1 y'1+V~ 

cosr.pn J1 + V~+l 
j2К:n+l Тп+l + cos 'Рп+l (1+Тп+1В;;-+1)1 y'l + V~ ' 

что отличается от (5.6) только двумя символами абсолютного значения. 
Таким образом, 

1 1 
1nJwnF0

1 (xп) = lncosr.pп + 
2

1n (1 + V~+1 ) - 2 ln (1 + V~) -
(8.36) 

- ln j2К:n+l Tn+l + COS 'Pn+l (1 + Тп+1В;;-+1) j , 
что отличается от (5.7) еще одним символом абсолютного значения. И сно­
ва, благодаря равномерной mперболичности F<>, мы получаем 

где максимум берется по всем Хп Е Wn, а d/dxn обозначает производ­
ную по евклидовой длине на Wn. Дальнейшие рассуждения, аналогичные 
рассуждениям§ 5.2, говоря>, ч-rо производные всех слагаемых в правой ча­
сти (8.36), за исключением первого, равномерно ограничены. Производная 
первого слагаемого имеет вид 

1
_!!:_ lncosr.pпl = 1- sinr.pп dr.pn drп 1::::;; const · IVп\. 
dxn cos 'Рп dr п dxn COS 'Рп 

Для рассеивающих биллиардов Vn :::::: 1, и, таким образом, мы получа­

ли (5.8), но здесь мы можем сделать нечто большее: а именно, 

d -1( IVпl ( -d lnJwnF<> Хп) = Рп(Хп) + -- Qп Хп), 
Хп cosr.pn 

(8.37) 

где Рп и Qп - равномерно ограниченные функции Хп (в отличие от случая, 

рассмотренного в§ 5.2, здесь нам не нужны их производные). Это улучше­
ние (5.8) будет иметь значение ниже, при рассмотрении ограничений на ис­
кажения. Окончание доказательства сходимости ряда (8.35) аналогично по­
следней части доказательства в§ 5.2, поэтому мы не будем его повторять. 
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Далее, определим ограничения на искажения. Как и в § 5.6, по­

ложим, что W - неустойчивая кривая такая, что Wn = .r0n(W) 
при О ~ п ~ N - 1 также является неустойчивой кривой. Кроме того, мы 
предположим, что w n S1 = !О. Для каждой точки х Е w положим 
Хп = .r0n(x) и обозначим Jw.F0n(x) коэффициент сжатия W при дей-
ствии отображения .г;п в точке х. Следующее утверждение является ана­

логом леммы 5.27. 

Лемма 8.48. Для любых х, у Е W и каж:дого 1 ~ п ~ N мы имеем 

где С= C('D) >О и Cd = Cd('D) >О - некоторые константы. 

ЗАМЕЧАНИЕ 8.49. Здесь нет необходимости в полосах однородности, постро­

енных в§ 5.3 для рассеивающих биллиардов, - ограничения на искажения опреде­

ляются для всех неустойчивых кривых при условии, что они не пересекают S1. 
Причина заключается в том, что особые линии S1 уже делят «опасную» область, 
где coscp ~О, на достаточно узкие полосы (см. рис. (8.13)), что гарантирует одно­
родность неустойчивых кривых в каждой полосе. 

ЗАМЕЧАНИЕ 8.50. Ограничения в лемме 8.48, очевидно, уже, чем в лем­
ме 5.27, так как IWl 1

/
2 < IWl 1

/
3

. Это не означает, однако, что биллиарды в ста­
дионах являются «более регулярными», чем рассеивающие биллиарды: степень 1/3 
была искусственным показателем нашего скорее случайного выбора полос однород­
ности; в действительности мы легко можем модифицировать построение для того, 

чтобы изменить показатель 1/3 на 1/2, однако здесь в этом нет необходимости. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Взятие логарифма и использование правила диф­
ференцирования сложной функции дает 

п-1 

IInJw.F0n(y) - lnJw.F0n(z)i ~ L IInJwi.F0
1 (Yi) - lnJwi.F0

1 (zi)i ~ 
i=O 

где на последнем шаге мы использовали (8.37). Теперь покажем 

(8.38) 
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Это тривиально, покуда cos 'Pi не мало, что происходит только при пер­
вом и последнем столкновениях в длинной серии скользящих столкнове­

ний. При первом скользящем столкновении /Wi/ ;:,::: k-2 (см. упр. 8.43), 
cos 'Pi ;:,::: k- 1 и /Vi f ;:,::: 1 (здесь k - количество столкновений в серии), 
откуда следует (8.38). В момент последнего столкновения fWif ;:,::: k- 1 

и cos<pi;:,::: k- 1
, но мы также знаем, что fVif;:,::: k- 1 (см. таблицу 8.1), и это 

завершает доказательство (8.38). Следовательно, 

п-1 

IIn.JwF;n(y) - In.JwF;n(z)I ~ const L fWi/ 1!2 ~ const fWf 112
, 

i=O 

где на последнем шаге мы использовали равномерную гиперболичность F <>. 
Теперь лемма 8.48 доказана. • 

Следствие 8.51. Для каждой точки х Е W и всех 1 ~ п ~ N 

Следующее утверждение является аналогом теоремы 5.29. 

Теорема 8.52 (ограничения на искажения). Для каждого неустой­

чивого многообразия W С М1:;, не пересекающегося с S1, 

где С= C('D) - некоторая константа. 

Заметим снова, что ограничения в теореме 8.52 уже, чем в теоре­
ме 5.29, так как fW/ 112 < fWf 113 . 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Как и в доказательстве теоремы 5.29, зафиксиру­
ем точку х Е W. Тогда, согласно (8.34) и правилу дифференцирования 
сложной функции, 

00 

Inpw(x) = lnpw(x) + L (In.JwnF;1 (xп) - In.JwnF; 1 (xп)); 
n=O 
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следовательно, 

d = d 
dx lnpw(x) = L dx ln.JwпFZ1 (xn) = 

п=О 

~ dхп d -1 
= L.., d-d ln.Jwп.FO (хп) = 

п=О Х Х 

= f .JwnF;n(x) [Рп(Хп) + IVпlQп(Xп)]' 
п=О COS rрп 

где Рп и Qп являются равномерно ограниченными функциями Хп из (8.37). 
Следовательно, 

) d~ lnpw(x)) ~ const ~ .Jwn.F0n(x) [1 + Vп/ cosrpп] ~ 

~ const ~ IWпl/IWI ~ 
~ f='o 1Wпl 1/2 ~ 

00 л-п/2 

~ const ~ )Wп)l/2 , 

где мы использовали (8.38), следствие 8.51 и равномерную гиперболич­
ность Fo; ер. (8.22). Теорема 8.52 доказана. • 

Следствие 8.53. Для всех х, у Е W 

с-1 ,/ -CJWjl/2 ,/ pw(x) ~ CJWjl/2 ~с. 
d ;::,, е ;::,, ( ) ~ е ~ d, 

Pw У 

где С= C('D) >О - некоторая константа. 

Таким образом, мы описали все основные ограничения на искажения 

для стадионов, следуя § 5.6. Мы не будем здесь оценивать производные 
более высоких порядков, чтобы избежать излишних сложностей. 

8.13. Абсолютная непрерывность 

Здесь мы оценим якобиан отображения голономии (за общими опреде­

лениями и дискуссиями отсьшаем читателя к§ 5.7). Пусть W 1 , W 2 с Мо -
две неустойчивые кривые. Обозначим 

w: = {х Е Wi: W 8 (x) n W 3-i -:j:. .0}, 
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где i = 1, 2. Отображение голономии h : W} _.., w; переводит точку 
х Е W} в х = W 8 (x) n W 2 . Якобиан отображения h относительно меры 
Лебега на W 1 и W 2 удовлетворяет основной формуле, аналогичной (5.21): 

. J"w1.FO(x) 
Jh(x) = nl_:.~ J"w2.FO (h(x)) · (8.39) 

Хотя общая теория гиперболических отображений [KS86] утверждает, что 
почти для всех точек х Е W} якобиан положителен и конечен, важно иметь 
для него определенные оценки. 

Предположим, что W 1 и W 2 являются С2-гладкими кривыми с равно­
мерно ограниченными первыми и вторыми производными (тогда, согласно 

предложению 8.38, их будущие образы также будут иметь равномерно огра­
ниченные производные). 

Пусть х Е W} их= h(x) Е w;. Предположим, что сегмент W 8 (x), 
лежащий между точками х их, не пересекает S_ 1 (это условие будет за­
менять предположение об однородности W 8 (x), которое мы должны были 
сделать для рассеивающих биллиардов в § 5.8; в соответствии с замечани­
ем 8.49). Положим б = dist(x, х) и обозначим через 'У = [V(x) - V(x)[ 
«угол» между касательными векторами к кривым W 1 и 1V2 в точках х их 
соответственно. 

Следующее утверждение является аналогом теоремы 5.42. 

Теорема 8.54. Якобиан отображения голономии h равномерно огра-
ничен, 

с- 1 :::;; Jh(x):::;; с, 

для всех х Е W}; здесь С= C(D) > 1 - константа. Более того, 

л --у-0112 :::;; Jh( х) :::;; А -у+.5112' (8.40) 

где А= A(D) > 1- некоторая константа. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Наши рассуждения следуют доказательству тео­

ремы 5.42. Обозначим w~ = FO(Wi), где i = 1, 2 и n ~ 1. Обозначим 
также Хп = FO(x) и Хп = FO(x) и положим бп = dist(xn, Хп). Вследствие 
равномерной гиперболичности :F<> (ер. (8.22)) бп:::;; Сбл-п, где д = 1/С. 

Возьмем логарифм выражения (8.39) и используем правило дифферен­
цирования сложной функции 

00 

lnJh(x) = L (lnJ"w~:F<>(xn) - lnJ"w~:F<>(xп)). (8.41) 
n=O 
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Согласно (8.21), (8.16) и (8.3), 

где, как обычно, Тп = т(хп) и Впо Кп и т. д. берутся в точке Хп. Следова­
тельно, 

lnJ"w~F~(xп) = -lncosrpп+1 + ~ ln (1 + v;+1) -

- ~ ln (1 + v;) + ln lcos rpn + Тп(Кп + Vп)I. 
(8.42) 

Используя аналогичные обозначения, в точке Хп мы имеем 

1 ( -2 ) ln.1w~F~(xп)=-lncosёpn+l+2ln 1+Vп+1 -

- ~ ln ( 1 + v~) + ln icosёpn + Тп (Кп + Vn) 1· 
(8.43) 

(Заметим, что Кп одинаково в точках Хп и Хп.) Сравнение первых слагае­
мых в этих выражениях дает 

1 

_ 1 const lrpn+l - Ч5п+1 I 1/2 
lncos<pп+l - lncosrpn+l ~ ( const бп+l' 

COS \Оп+l 

где мы использовали оценку (8.38), точнее ее представление для «обратно­
го хода временю>. Все остальные слагаемые в (8.42) и (8.43) равномерно 
ограничены и дифференцируемы; отсюда легко получить 

где С> О - константа, а 'Уп = IЛVnl = IVn - Vпl обозначает «угол» между 
касательными векторами к кривым W~ и W~ в точках Хп и Хп соответ­
ственно (заметим, что 'Уо = "(). 

Согласно лемме 8.45 (или, точнее, ее аналогу в «обратном временю>), 

имеем бп ~ Сб~~1 ; таким образом, член бп в (8.44) может быть отброшен. 
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Остается оценить !'п при всех п ~ О. Для краткости обозначим ЛВ;; 

=в;; - в:' дтп = Тп -т пит. д. Во-первых, мы оценим лв;;+l• используя 
ДЛЯ ЭТОГО (3.31): 

лв- = 1 1 
n+l Tn + 1/B;i Tn + 1/В~ 

= - Tn + 11/B;i Tn + 11/В~ ( Лтп + ;;i -;~) (8.45) 

дтп дпп + лв;; =- +~~~~~~--'-'--~~ 

(тп + 1/B;t) (тп + 1/в~) (1 + TnB;t) ( 1 + тпв~) 

(напомним, ЧТО в:;,= Rn +В:;;). 

УПРАЖНЕНИЕ 8.55. Покажите, что /тп + 1/B;t'/ ~ Tmin/2. Указание: 
если точки Xn и Xn+l принадлежат противоположным полуокружностям, 
используйте (8.2). Для столкновений на одной полуокружности ситуация 
аналогична рассеивающим биллиардам, так как может быть реализована 

наша схема приведения из § 8. 7. 

Далее, первый член в (8.45) ограничен величиной 

const дтп :( const (Бп + Бn+1) :( const Бn· 

Затем 

2/(,n COS CJ5n - 2/(,п COS 'Рп 

Так как знаменатель отделен от нуля согласно (8.20), то абсолютное значе­
ние дроби можно оценить как О(Бп); таким образом, (8.45) сводится к 

_ -(1) лв;; 

ЛВп+1 = Qn + + ( -+) ' 
(1 + ТпВn) 1 + Т пВп 

где IQ~1 ) 1 :( const Бп. Далее, согласно (8.3) 

- - -- - - -(2) -
ЛVп+1 - Вп+1 СОS<рп+1 - Вп+l COS'f'n+l - Qn+l + COS'f?n+1ЛBn+l' 
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где /Q~~ 1 / ~ const Ь"п+I· Комбинируя две последние оценки, получаем 

где IQ~3) j :::;; const бп. Теперь рассмотрим дробь 

Легко проверить, так же, как в упражнениях 5.43 и 5.44, что при всех 
о:::;; k:::;; п 

/unUn-l ·. · Uk/:::;; с;лп-k, 
где С= C(1J) >О - некоторая константа, и 

7п = /дVп/ :::;; const (~ дk/ лп-k + 7/Лп) :::;; 
:::;; const (дп/ лп + 7/ лп). 

Комбинируя (8.46) и (8.44), получаем 

где С= C(1J) >О - константа. Суммируем поп и получаем 

(8.46) 

(8.47) 

что завершает доказательство теоремы. • 

Как и в разделе 5.8, оценка (8.40) может быть улучшена до 

если кривые W 1 и W 2 не пересекаются и продолжаются за точки х и х 
на расстояние не меньше Dд112 , где D = D(1J) > О - большая константа. 
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Наконец, покажем, как и в § 5.8, что якобиан Jh(x), как функ­
ция точки х Е Wl, является «динамически непрерывным по Гельде­
ру». Пусть Qn(x) снова обозначает открытую связную компоненту множе­
ства М0 \ Sn, содержащую точку х. Для двух точек х, у Е М0 обозначим 
через 

s+(x,y) = min{n;?: О: у rJ_ Qп(х)} (8.48) 

«разделяющее время». 

Предложение 8.56. Существуют константы С> О и В Е (О, 1) та-
кие, что 

l lnJh(x) - lnJh(y)I ~ ces+(x,y)_ 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Введем обозначения х = h(x) и у = h(y). За­
метим, что s+(x, у) = s+(x, у); это следует из свойства продолжаемости 
особых линий (§ 8.10). Используя обозначения (8.41) и неравенство тре­
угольника, получаем 

д: = l lnJh(x) - lnJh(y)I ~ 
00 

n=O 

Пусть т = s+(x, у)/2. Применим оценку (8.47) ко всем п > т и лем­
му 8.48 (об ограничениях на искажения) ко всем п ~ т. Это доказывает 
наше утверждение при е = л- 1 /4 . • 

8.14. Леммы о росте 

В предыдущих разделах мы перенесли большое количество конструк­

ций, построенных ранее (в главах 4 и 5) для рассеивающих биллиардов, 
на случай стадионов Бунимовича, включая оценки размеров устойчивых 

и неустойчивых многообразий, их равномерную С2-rладкость, ограничения 
на искажения, абсолютную непрерывность и регулярность отображения го­

лономии. 

Как отмечалось ранее, все эти основные результаты могут быть пере­

несены также на другие классы биллиардных столов Бунимовича, но здесь 

мы удержимся от этого, чтобы оставить наше изложение достаточно ко­

ротким. 
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Однако именно сейчас мы находимся на важнейшем этапе. В соот­

ветствии с нашей программой изучения, разработанной для рассеивающих 

биллиардов в главах 4-7, нам требуется аналог первой леммы о росте (тео­
рема 5.52), которая является важнейшим элементом во всех наших рассуж­
дениях в конце главы 5, а также в главах 6 и 7. 

Например, вторая и третья леммы о росте (теоремы 5.53 и 5.61) сле­
дуют из первой стандартным образом (см. доказательства в главе 5). Тео­
ремы 5.66 и 5.67, а также фундаментальная теорема 5.70 после этого могут 
быть легко перенесены на случай биллиардов Бунимовича, так как их до­

казательства основаны на леммах о росте и других основных фактах, уста­

новленных ранее (хотя некоторые технические детали должны быть моди­

фицированы для нового класса биллиардов). Тогда мы будем иметь удоб­

ную позицию для изучения эргодических и статистических свойств столов 

Бунимовича за счет использования наших рассуждений из глав 6 и 7. 
Однако первая лемма о росте представляет собой серьезную задачу. 

В отличие от основных фактов, доказанных ранее, эта лемма является очень 

тонкой и чувствительной к деталям динамики. Перед тем как перейти к ее 

доказательству, мы должны обсудить различные аспекты этой леммы в кон­

тексте биллиардов Бунимовича. 

Во-первых, лемма о росте сконструирована для равномерно гипербо­

лических отображений согласно§ 5.9. Она просто не работает для неравно­
мерно гиперболических систем, даже если они не содержат особенностей. 

УПРАЖНЕНИЕ 8.57. Пусть F: М -> М - гладкое гиперболическое 

отображение на двумерном многообразии. Предположим, что существу­
ет константа С > О такая, что для каждого б > О и п ~ 1 суще­
ствует неустойчивая кривая W длины 1W1 < б, удовлетворяющая усло­
вию [Fn(W)[ < C[W[. Предположим таюке, что имеют место ограничения 
на искажения, указанные в лемме 8.48. Покажите, что аналог теоремы 5.52 
для такого отображения не имеет места. Указание: рассмотрите с: « [W[ 
и выберите п таким образом, что c1fJf < 1/С. Заметим также, что в соот­
ветствии с ограничениями на искажения отображение pn становится почти 
линейным на W при б-> О. 

Таким образом, первая лемма о росте не может быть справедливой 
для исходного биллиардного отображения F для столов Бунимовича, по­
этому мы снова вынуждены использовать приведенное отображение F <>. 
Оно является равномерно гиперболическим, но тут на пути леммы о росте 

возникают другие преграды. 

Рассмотрим маленькую неустойчивую кривую W в «проблемной» 

зоне М<:>, в которой аккумулируются особые линии. Например, пусть W 
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F 

Рис. 8.14. Неустойчивая кривая W (слева) и ее образы .F<>(W) (справа) 

заканчивается в вершине Е шестиугольника AHBFGE (соответствующий 
уголок М<> показан на рис. 8.13 и слева на рис. 8.14). Тогда W делится 
на кусочки длины::=::: 1/k2 , где k1 < k < оо, а k 1 ::=::: 1/[W[; каждый кусочек 
растягивается отображением :F <> с коэффициентом ::=::: k. 

УПРАЖНЕНИЕ 8.58. Проверьте, что в обозначениях теоремы 5.52 

для всех с << [W[; следовательно, оценка, о которой говорится в теореме, 
должна нарушаться. 

Причина несостоятельности первой леммы о росте для отображе­

ния :F <> станет ясна, если мы вспомним ее доказательство (для рассеиваю­
щих биллиардов) в § 5.10: ключевой элемент этого доказательства состоял 
в лемме 5.56, в неравенстве (5.38). В терминах :F<> она утверждает следую­
щее: возьмем неустойчивую кривую W СМ<>, обозначим Wk все гладкие 
компоненты :F <> (W) и положим 

Тогда аналог (5.38) будет иметь вид 

liminf sup 2: Л(Wk) < 1. 
б--.О W: IWl<б k 

(8.49) 

Это свойство в общем случае не выполняется для стадионов. Действитель­

но, для неустойчивых кривых W, заканчивающихся в вершине Е шести­
угольника AHBFGE (см. выше), их образ :F<>(W) имеет счетное коли­
чество компонент {Wk}, k ~ 0(1/[W[), для которых Л(Wk) ,.__, const/k. 
Таким образом, ряд в (8.49) на самом деле расходится! 
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Другими словами, даже если отображение F \/ является равномерно 
гиперболическим, его гиперболичность «недостаточно сильна» для пре­

одоления дробления, связанного с наличием особенностей, что необходимо 

для первой леммы о росте. Чтобы исправить положение, в дальнейшем мы 

уменьшим пространство М<:> таким образом, чтобы усилить гиперболич­
ность отображения возвращения. 

Пусть М°" с М<:> состоит только из первых отражений от фокуси­
рующих дуг. Таким образом, шестиугольники превращаются в параллело­

граммы: пространство М"' будет представлять собой объединение парал­

лелограмма ECBD (рис. 8.10) и аналогичного параллелограмма, соответ­
ствующего противоположной полуокружности. Сформулируем два простых 

факта, имеющих отношение к отображению возвращения F"': М"'--+ М"'. 

1) Неустойчивые кривые и неустойчивые многообразия для отображе­
ния F"' автоматически являются неустойчивыми кривыми/многообра­
зиями для отображения F \/. 

2) Для всех х Е М"' мы имеем F;_(x) = ~, (х) при некотором 
п::::;; п'::::;; 2n. 

Основываясь на этих фактах, нетрудно перенести все наши преды­

дущие результаты с F<:> на F"'. Вернемся к проверке ключевого неравен­
ства (8.49) для нового отображения F"'. 

Пусть снова неустойчивая кривая W С М"' заканчивается в вер­
шине Е (параллелограмма ECBD). Как мы заметили, неустойчивая кри­
вая W будет разрезана особенностями отображения F \/ на счетное количе-
ство кусочков; обозначим их {Wk}, где k ;;::;, kw '"'"' 1/JWJ. Образ F<:>(Wk) 
каждого кусочка будет лежать вблизи вершины F; см. рис. 8.14. Здесь 
он будет разрезан отображением F<:> на две подкривые вдоль особой ли­
нии F \/, протянувшейся вниз и влево от вершины F (эта линия изображена 
на рис. 8.12), и мы обозначим эти подкривые W~ и W;,'. 

Заметим, что_!"' = F~ на W. Первая итерация F<:> растягивает 

каждый кусочек Wk кривой W с коэффициентом ::::::: k, а вторая итера­

ция F <:> растягивает подкривые W~ и W~' с коэффициентом ;;::;, const Jk 
согласно (8.24). Следовательно, если мы обозначим W~1) = F<:>(wn 

и W~2) = F<:>(W;,'), где k ;;::;, kw (kw '"'"' 1/IWI), все компоненты F"'(W), 
то Л(W~i)) ::::;; const k- 312 , где i = 1, 2. Таким образом, ряд в (8.49) бу-
дет сходиться и его сумма будет равна О ( k~1 12 ) = О (IWJ 112

). Теперь 
малость W гарантирует, что сумма будет меньше единицы. 
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Существует и другая проблемная зона, в которой аккумулируются осо­

бые линии: окрестность точки С; ер. рис. 8.10. Особые линии отображе­
ния :Fo вблизи С показаны на рис. 8.12. Новое отображение :F• имеет 
большее количество линий разрыва вблизи С; они показаны на рис. 8.15 
(сравните рисунок с рис. 8.13). Здесь присутствуют особые линии двух ти­
пов: старые особые линии ниже линии CF и новые - выше линии CF. 
Причина появления второго множества особых линий следующая: точки 

ниже линии С F отображаются исходным биллиардным отображением :F 
непосредственно к плоской стороне стадиона, в то время как траектории 

точек выше С F испытывают еще одно столкновение с той же полуокруж­
ностью, после чего начинается длинная серия отражений от плоских сторон 

стадиона (пример такой траектории показан на рис. 8.16). 

Особые линии отображения :F • делят окрестность точки С в простран­
стве М• на клетки двух типов: D1,m (лежащие ниже CD) и D2 ,m (лежа­
щие выше С F), где т ~ 1 - количество последовательных отражений 

от плоских сторон стадиона вдоль траекторий точек х Е Di,m, i = 1, 2, пе­
ред тем, как они достигают противоположной полуокружности. Эти клетки 

показаны на рис. 8.17; также указаны координаты их вершин (с точностью 
до главного члена, так что d/m означает d/m + o(l/m) и т.д.). Здесь d 
обозначает длину плоских сторон стадиона; см. рис. 8.7. 

F 

D 

в 

Рис. 8.15. Параллелограмм ECBD множества М.,. и его особые линии вблизи 
вершин Си D 
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Рис. 8.16. Траектория, отражающаяся от полуокружности перед длинной серией 
«шюских столкновений» 

(о, 2r~') 

с= (0,0) 

(о _ __о__) 
' 2rm 

" 
" F 

.... ..... 
в 

Рис. 8.17. Клетки D1,m и D2,m и образ :F"(D;,m') вблизи вершины С. Вершина С 
имеет координаты r = О и 'Р = О; другие координаты указаны в порядке возрастания 
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УПРАЖНЕНИЕ 8.59. Проверьте сформулированные выше утвержде­

ния. Проверьте также значения координат вершин клеток. Указание: про­

верку следует проводить прямым путем, не используя ничего, кроме эле­

ментарной геометрии. 

Далее, предположим, что W - неустойчивая кривая «второго поколе­

ния»; то есть ее прообраз W_ 1 = F.1 (W) также является неустойчивой 
кривой. Тогда сама кривая W _ 1 лежит в клетке Di,m/ с некоторыми i = 1, 2 
и m' ~ 1 (конечно, W-1 лежит на противоположной полуокружности дV, 
но соответствующая клеточная структура здесь аналогична). 

Рис. 8.17 изображает образ F4'(Di,m') клетки Di,m'' наложенный 
на особые кривые отображения .r •. Область F•(Di,m') состоит из то­
чек, попадающих на полуокружность после m' последовательных отра­
жений от плоских сторон стадиона. Относительно инволюции (§2.14) 
точки (r,rp) Е F•(Di,m') соответствуют (r,-rp) Е D1,m'U:F0 (D2,m'); 
см. рис. 8.17 (заметим, что :F0 (D2,m') является продолжением Di,m' вниз 
от линии СВ). Таким образом, область F•(Di,m') симметрична обла­
сти D1,m' U Fo(D2,m') относительно горизонтальной линии rp = О. За­
метим также, что образы F•(Di,m') при i = 1 и i = 2 выглядят одинаково; 
на самом деле они примыкают друг к другу. 

Нетрудно видеть, что область F•(Di,m') (а следовательно, и кривая W, 
лежащая в ней) может пересекать только такие клетки Di,m, где 

т' /3 + o(m') :=:;: m :=:;: 3m' + о(т') (8.50) 

(это другое решение для упражнения 8.37). Коэффициенты 1/3 и 3 здесь 
имеют значение для наших следующих оценок. 

Лемма 8.60. Пусть W_1 С Di,m' - неустойчивая кривая с некото­

рым большим значением т' » 1 и i = 1,2. Положим W = F•(W_1 ) С 
с F•(Di,m' ). Тогда подкривая W n D1,m растягивается под действием 
отображения F • с коэффициентом 4т+о( т ), а подкривая W n D2 ,m рас­
тягивается под действием отображения F• с коэффициентом 8т + о(т). 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Кривая W имеет наклон drp/dr = -1/r + o(l), 
как видно их рисунка 8.17. Этот факт можно обосновать так: вспом­
ним, что drp/dr = V = /(,+в- cosrp согласно (8.3), где /(, = -1/r 
и В= 0(1/т'). Далее, геометрические параметры клеток, показанные 
на рис. 8.17, говорят, что пересечение W n D1,m имеет размеры 

d 
/Лrl = - 2 + o(l/m2

) 
4m 

и 
d 

/дrр/ = -4 2 + o(l/m2). 
rm 
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Отображение F" растягивает эту кривую всюду в области F"(Di,m); ее 
образ имеет размеры 

d 
IЛrl = - + o(l/m) 

m 
и 

d 
IЛ4'1 = - + o(l/m). 

rm 
(8.51) 

Таким образом, коэффициент растяжения кривой W n D 1,m под действием 

отображения F" равен 4m + о( m). 
Аналогично, пересечение W n D 2 ,m имеет размеры 

d 
IЛrl = 8m2 + o(l/m2

) и 
d 

\Л4'1 = --2 + o(l/m2
). 

8rm 

Отображение F" растягивает эту кривую всюду в области F"(D2,m); ее об­
раз имеет размеры, указанные в (8.51). Таким образом, коэффициент растя­
жения кривой W n D2 ,m под действием отображения F" равен 8m + o(m). 
Наши рассуждения несколько схематичны и ссьшаются на рисунок 8.17 
в ключевых местах, разобраться с деталями предоставляется читателю. • 

Подводя итог полученным оценкам, мы можем сделать вывод, что до­

статочно маленькая неустойчивая кривая W с м" в окрестности верши­
ны С преобразуется отображением F• в кусочки Wi,m = F•(W n Di,m), 
где i = 1, 2 и m' /3 + o(m') ~ m ~ Зm' + o(m') для некоторого m' ~ 1. 
Если мы проигнорируем члены второго порядка в наших оценках, то (8.49) 
примет вид 

3m1 

Е [Л(W1,m) + Л(W2,m)] = 
m=m'/3 

3
m' ( 1 1 ) 3 Е - + - ~ - ln9 + o(l) < 1. 

4m 8m 8 
m=m'/3 

(8.52) 

УПРАЖНЕНИЕ 8.61. Проверьте, что члены второго порядка (как 

по низшим и высшим индексам суммирования, так и в коэффициентах рас­

тяжения) не влияют на финальный вывод: сумма остается < 1-с при неко­
тором с > О и всех достаточно больших m'. 

Удивительно, насколько тонко устроен наш анализ; незначительное из­

менение численных значений коэффициентов (3, 1/3, 4, 8) может поставить 
под вопрос финальный вывод (то есть сумма может превысить единицу). 

Это показывает, насколько чувствительна к деталям отображения первая 

лемма о росте. 
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Замечание: мы могли бы определить пространство М"' таким образом, 
чтобы оно состояло из последних (а не первых) столкновений с фокусиру­

ющими дутами (тогда его представлял бы параллелограмм ACFD, изобра­
женный на рис. 8.15). Это определение действительно было использовано 
в [БSC91,Mar04]. В этом случае первая лемма о росте была бы технически 

неверна(!), но, к счастью, она могла бы быть модифицирована и спасена 

за счет некоторой дополнительной работы [Mar04]. 

ЗАМЕЧАНИЕ 8.62. Однако первая лемма о росте на самом деле не верна 

для некоторых типов биллиардов Бунимовича, о чем говорится в [CZOS, глава 10]. 
Это происходит в случае столов Бунимовича общего вида, границы которых содер­

жат дуги, большие полуокружности. Также нарушение имеет место в модифициро­

ванных стадионах, ограниченных двумя равными параллельными линиями и двумя 

одинаковыми дугами, каждая их которых меньше полуокружности. В обоих случаях 

соответствующая сумма в (8.49) расходится для любой степени отображения F •. 
Не так очевидно, могут ли (и каким образом) леммы о росте бьrrь модифицированы 

и приспособлены к этим случаям. 

Вернемся к стадиону; доказательство ключевой оценки (8.49) теперь 
почти закончено. Мы проверили ее для неустойчивых кривых во всех «про­

блемных» областях, в которых аккумулируются особые линии. Однако дру­

гие участки М"' тоже могут, что довольно удивительно, вызывать труд­
ности. Предположим, что неустойчивая кривая W пересекает только одну 
особую линию S и соответствующие два кусочка W растягиваются с ко­
эффициентами 1.8 и 1.9 (что представляет собой весьма сильное растяже­
ние!). Тогда (8.49), очевидно, нарушается, так как (1.8)- 1 + (1.9)- 1 >1. 

Ситуация, описанная выше, не является совершенно исключительной, 

и она имеет место во многих биллиардах Бунимовича, включая стадионы. 

Это снова показывает, насколько тонко устроена оценка (8.49) и насколько 
легко она может быть испорчена. 

Для работы с этой новой трудностью вспомним наши общие рассуж­

дения в разделе 5.9. Они показывают, что одна линия разрыва S (деля­

щая маленькие неустойчивые кривые на два кусочка) действительно может 

приводить к нарушению, если образы W соответствующим образом пе­
ресекают S при каждой итерации отображения. Однако, если образы W 
не испытывают дробления в течение некоторого времени, они могут сно­

ва набирать длину, и накопленный коэффициент растяжения может стать 

достаточно большим, чтобы (8.49) оставалось в силе. 
Это наблюдение предполагает рассмотрение высоких итераций отобра­

жения F"'. Коэффициент растяжения отображения~ растет сп экспонен­
циально в соответствии со свойствами равномерной гиперболичности. Ко­

нечно, количество особых линий тоже растет экспоненциально, и их струк-
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тура становится все сложнее. Но нам интересна только локшzьная слож­

ность особых линий, которая определяется ниже, так как нам нужно ра­

ботать только с малыми неустойчивыми кривыми; вспомним, что 8 -+ О 
в (8.49). 

Определим локальную сложность особенностей. Возьмем малень­

кое Е > О, обозначим через М. часть пространства М,-. с выброшенными 
Е-окрестностями вершин Е, С, В, D, где аккумулируется бесконечное ко­
личество особых линий и где мы уже проверили ключевую оценку (8.49). 
Возьмем п ~ 1 и неустойчивую кривую W, обозначим через К (W, п) ко­
личество кусочков, на которое разбивается W особыми линиями отобра­
жения~- Тогда локальная сложность особенностей определяется следую­

щим образом: 

Kn (М•) = liminf sup K(W, п). 
8---+О wсм;..: JWJ<Б 

Понятие локальной сложности связано с множественностью пересечений 

особых линий. Предположим, что не более чем К~(М.) особых ли­
ний отображения ~ пересекаются (встречаются) в произвольной точ­

ке х ЕМ •. 

УПРАЖНЕНИЕ 8.63. Проверьте, что Кп(М4) ~ К~(М4) + 1. Ука­
зание: каждая особая линия может пересекать неустойчивую кривую W 
только один раз. Используйте также компактность особых линий. 

Теперь ясно, что локальная сложность не должна расти слишком быст­
ро с ростом п. Например, если множественных пересечений нет (скажем, 

не более чем две или три особые линии пересекаются в произвольной точ­

ке х Е М.), то Кп является константой! 
Для многих биллиардов локальная сложность особенностей растет 

не быстрее чем по линейному закону; см. [BSC90, глава 8], или [СУОО, 
стр. 110-112], или [ChOl, глава 5]. Оказывается, линейный рост имеет место 
каждый раз, когда биллиардный поток фt непрерывен (хотя и не обязатель­
но дифференцируем); стадион является одним из таких случаев. Однако 

доказательство этого линейного ограничения довольно сложное, поэтому 

мы его опустим. Сформулируем без доказательства следующий факт. 

Предложение 8.64 ([CZOS]). Для произвольного стадиона существу­
ют константы а, Ь >О такие, что Кп(М.) ~а+ Ьп для любого Е >О. 

Теперь мы закончим доказательство (8.49) для отображения :F;. 
при некотором п. Объединяя предыдущее предложение и свойство равно­

мерной гиперболичности (8.21), мы получаем, что соответствующая сумма 
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в (8.49) меньше, чем Кп (М•) С- 1 л-п ~ (а+ Ьп)С- 1 л-п. Если п доста­
точно велико, то это произведение меньше единицы. 

Таким образом, мы доказали (8.49) для отображения F.t; с достаточно 
большим п. Зафиксируем это значение п. Теперь первая лемма о росте 

(для отображения F.) может быть получена тем же путем, как в§ 5.10. 
Этот раздел снова демонстрирует, насколько сложны биллиарды Буни­

мовича, если проводить все доказательства строго. Нам пришлось прило­

жить значительное усилие, чтобы доказать первую лемму о росте для ста­

дионов (опустив при этом некоторые части, как, например, доказательство 

предложения 8.64), и сделать это удалось только после дополнительного 
приведения пространства столкновений и замены отображения возвраще­

ния достаточно высокой его степенью. Мы также заметили, что первая 

лемма о росте нарушается для некоторых типов биллиардов Бунимовича. 

8.15. Эргодичность и статистические свойства 

Что дальше? Дальнейший анализ стадионов (без упоминания о других 

столах Бунимовича) мог бы потребовать одной или двух дополнительных 

глав, но тогда книга потеряет пропорциональность. Поэтому с этого мо­

мента мы только обзорно познакомимся с существующими результатами 

и только наметим методы доказательств. 

При разговоре о стадионах была доказана первая лемма о росте. Как 
упоминалось раньше, вторая и третья леммы о росте и теоремы 5.66, 5.67 
и 5.70 (все для отображения F,f;) в этом случае можно получить как след­
ствия. 

Анализ главы 6 может быть применен к отображению F.t;, и мы мо­
жем установить его эргодичность. Следовательно, отображение F • также 
является эргодическим. Так как F• - отображение возвращения, получен­

ное из исходного биллиардного отображения F: М ___. М, последнее также 
будет эргодическим. Перемешивание и свойства Бернулли могут быть уста­

новлены с помощью относительно небольшой дополнительной работы, как 

в главе 6. 
Доказательство свойства Бернулли для биллиардного потока требует 

использования 4-петель, как и в главе 6. Ключевой элемент заключается 
в неинтегрируемости устойчивого и неустойчивого многообразий, которая 

может быть проверена геометрически, так как соответствующие волновые 

фронты имеют кривизну противоположных знаков (ер. § 6.11 ). Заметим, од­
нако, что последнее свойство имеет место только тогда, когда биллиардная 

частица находится достаточно далеко от фокусирующих дуг; вблизи этих 

дуг оба волновых фронта имеют кривизну одного знака. 
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Статистические свойства отображения :F"': М"' -t М"' могут быть 
проанализированы в той же последовательности, что и в главе 7. В ко­
нечном счете мы можем установить экспоненциальное убывание корреля­

ций и весь букет предельных теорем для отображения :F"' (и непрерывных 
по Гельдеру функций на М"'). 

В отличие от эргодичности, однако, статистические свойства не пере­

носятся с отображения возвращения :F"' на исходное отображение столк­
новений :F. Действительно, всего несколько итераций :F"' могут соот­

ветствовать произвольному числу итераций :F; таким образом, скорости 
перемешивания :F могут быть значительно ниже скоростей перемеши­
вания :F"'. 

Уже давно предсказывалось (на основании эвристических рассужде­

ний), что корреляционная функция С1,9 (п) (см. (7.5)) для непрерывных 
по Гельдеру наблюдаемых f и g в стадионах должна затухать как ,...., 1 / п. 
И так как ряд L:n 1 / п расходится, то ожидалось, что центральная предель­
ная теорема (ЦПТ) должна нарушаться в соответствии с нашим замечанием 

после (7.9). 
Только недавно эти гипотезы были (по крайней мере отчасти) доказа­

ны. Несколько более слабая, чем 1/п, оценка бьmа установлена в [Mar04, 
CZ05]: 

lc ( )1 
const · ln2 п 

f,g п ~ п . 

Оказалось, что рассуждения в [Mar04, CZ05] могут быть усовершенство­
ваны таким образом, чтобы получить более точную оценку (близкую 

к ожидаемому const/n), и эта работа в настоящий момент идет полным 
ходом. 

ЦПТ, в ее классической формулировке приведенная в § 7 .2, была опро­
вергнута в книге [ВGОб]. Вместо нее бьmа получена довольна удивитель­

ная неклассическая ЦПТ для частичных сумм Sn (см. (7.2)). Пусть стадион 
ограничен двумя полуокружностями радиуса r = 1 и двумя линейными 
участками Г 1 и Г 2 длины d > О каждый. Возьмем непрерывную по Гель­
деру наблюдаемую функцию f(r, ер) в пространстве столкновений М, обо-
значим через 

I1 = 2~ j f(r,O)dr 
Г1UГ2 

ее среднее значение на множестве нормальных векторов, выходящих из Г 1 

и Г2 (именно эти нормальные вектора порождают негиперболические тра­
ектории, которые никогда не достигают полуокружностей). 
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Теорема 8.65 ([BG06]). Если 11 =1- О, то Sn/Vn ln п---+ N(O, а}), где 

2 4 + 3 ln 3 d212 
(]' - х / 
1-4-ЗlnЗ 4(1Г+d) 

Если 11 =О, то Sп/Vn---+ N(O, (J'J) при некотором (J'J;:;::: О. 

Здесь мы наблюдаем неклассическую асимптотику .J п ln п в главном 
случае 11 =1- О; это аналогично сверхрассеиванию газов Лоренца вне диапа­
зонов (ер. замечание 7. 70). 

Оценки для корреляционных функций были недавно получены для 

некоторых новых классов биллиардов Бунимовича [CZ05], но статус ЦПТ 
и других предельных теорем ограничен приведенным замечательным ре­

зультатом. 

В то время как статистические свойства для некоторых биллиардов 

Бунимовича бьши получены совсем недавно, эргодические и перемешива­

ющие свойства для всех классов гиперболических биллиардов Бунимови­

ча уже долгое время принимаются за факт [Bu74a, Bu74b, Bu79]; см. так­
же [Bu90]. Мы увидели, однако, что разработанная Синаем схема для до­
казательства эргодичности с помощью «фундаментальной теоремы» (наша 

теорема 5.70) здесь может сесть на мель, так как она основана на пер­
вой лемме о росте (или ее аналоге), которая имеет тенденцию нарушаться 

в некоторых случаях. 

Вместо этого эргодичность (и перемешивание) может быть получе­

на с помощью альтернативной схемы, которая представляется работающей 

для всех биллиардов Бунимовича. Она была разработана в середине 1980-х 

Синаем и его школой [Sin79, SC87] для тяжелых газов (значительно более 
сложных, чем любой плоский биллиард, рассмотренный в этой книге). За­

тем она бьша модифицирована и обобщена в [KSS90,Ch93,Mar93a,LW95]. 
Благодаря своей гибкости она вскоре была применена к различным клас­

сам плоских хаотических биллиардов с неравномерной гиперболично­

стью [Sz92,Mar93b,DM01,DMM03]. 
Эта новая схема основана на скрупулезном сооружении «регулярных 

накрытий» в окрестности гиперболических фазовых точек. Она довольно 

сложна, и ее полное описание с доказательствами могли бы составить главу, 

более обширную, чем глава 6. С другой стороны, она требует минимального 
объема информации о базовом отображении. Последнее должно лишь быть 

гиперболическим отображением с особенностями и иметь гладкую инва­
риантную меру. Наряду с тем, что стандартная абсолютная непрерывность 

обеспечивается общей теорией Песина и Катка-Стрельцина [Pes77a,KS86], 
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специальные ограничения для якобиана отображения голономии, специаль­

ные ограничения на искажения и леммы о росте не требуются. Метод «ре­

гулярных накрытий>> требует довольно сильных предположений об особен­

ностях отображения, которые, тем не менее, легко могут быть проверены 

почти для всех классов плоских хаотических биллиардов. 
Мы опишем метод «регулярных накрытий» в разделе 9 .11. За полез­

ными комментариями к этому методу отсьшаем читателя к [KSS90, LW95, 
Va92]. 



ГЛАВА 9 

Фокусирующие хаотические биллиарды 

общего вида 

Эта глава по большей части является обзором последних результатов 

в области изучения плоских биллиардов с фокусирующими участками гра­

ницы. Полные доказательства могут быть найдены в оригинальных рабо­

тах [Wo86, Mar88, Don9 l, Bu92], которые написаны ясным языком и легко 
доступны; смотрите также предыдущую книгу авторов [СМОЗ]. 

После исследования Бунимовичем механизма дефокусировки в билли­

ардах с фокусирующими дугами [Bu74a] в 1974 году (и особенно после 
того, как бьша опубликована работа, посвященная стадионам [Bu79], по­
сле 1979 года) многие математики пытались построить новые хаотические 
биллиарды с фокусирующими участкам границы. Это бьшо непросто, по­

тому что окружность - слишком жесткая фигура, свойства которой играют 

важнейшую роль в вычислениях Бунимовича. 

Только в середине 1980-х Войтковский [Wo86] и Маркарян [Mar88] 
построили новые классы гиперболических биллиардов с фокусирующи­
ми границами другого вида, нежели дуги окружности. Позднее Дон­

ней [Don91] и Бунимович [Bu92] подвели итог этим конструкциям и пред­
ставили единую теорию для класса фокусирующих кривых общего ви­

да (названных абсолютно фокусирующими дугами Бунимовича). Все эти 

недавние результаты бьши получены с использованием либо техники инва­

риантных конусов, либо техники квадратичных форм; см. § 3.13 и первые 
три раздела здесь (оба метода, по существу, эквивалентны). 

Однако наши знания относительно хаотических биллиардов с фоку­

сирующими границами ограничиваются главным образом гиперболично­

стью. В некоторых случаях бьши установлены эргодичность и перемеши­

вание [Sz92, Mar93b, DMOl, DММОЗ], но эти результаты далеки от общих. 
(Все доказательства эргодичности использовали понятие «регулярных на­

крытий», упоминавшееся в предыдущем разделе.) 

Дальнейшие свойства биллиардов с фокусирующими границами оста­

ются фактически неисследованными. Ни одной технической оценки, ана-
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логичной оценкам главы 5 (об ограничениях на искажения, оценках якоби­
ана отображения голономии, размеров инвариантных многообразий и т. д.), 

не получено. Ничего не известно о статистических свойствах таких билли­

ардов (хотя довольно очевидно, что перемешивание должно бьпь достаточ­

но медленным). 

Настоящая глава состоит из двух больших частей. Первая (разделы 9.1-
9.7) посвящена гиперболичности, в ней приводятся все основные резуль­
таты в этом направлении, их взаимосвязь и большое количество приме­

ров. Вторая часть (разделы 9.8-9.11) посвящена эргодичности. Первые три 
раздела (9.8-9.10) дают необходимые технические понятия, а раздел 9.11 
описывает готовые к применению программы доказательства эргодичности 

наряду со всеми существующими приложениями. 

Мы будем пользоваться следующими обозначениями; ер. (2.5) и (2.17): 

М+ = U Mi, М_ = U Mi, Мо = U Mi· (9.1) 
Г;СГ+ г,сг_ 

9.1. Доказательство гиперболичности 
с помощью техники конусов 

Г;СГо 

Эти методы очень хорошо объяснены в работах Войтковского [Wo86] 
и Доннея [Don91]. Они содержат детальные исследования эволюции волно­
вых фронтов, отражающихся от фокусирующих границ биллиардного сто­

ла. Основным моментом является проверка того, что эти фронты после от­
ражения становятся фокусирующимися, затем дефокусируются и приходят 

к следующему столкновению в виде рассеивающихся фронтов (ер. § 8.2). 
Войтковский доказал гиперболичность биллиардов с фокусирующи­

ми границами, удовлетворяющими общему условию (смотри ниже (9.11)), 
с помощью явного геометрического построения инвариантных конусов. 

Позже гиперболичность была доказана для более общего класса биллиард­

ных столов с использованием более сложных конусных полей (см. § 9.6). 
Ниже мы будем использовать обозначения и результаты раздела 3.7. 

9.1.1. Время фокусировки 

Введем понятие времен фокусировки для бесконечно малых се­

мейств траекторий, которые будут использоваться в качестве проективных 

координат. 

Вариация ТJ(а) есть однопараметрическое гладкое семейство линий 
в JR2 . Пусть z Е М, и Е Тz,М и .;: (-е, е) ----+ М - кривая такая, 
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ЧТО ~(О)= z и е(о) =и. Свяжем с и вариацию 

17+(а) = {q(a) + tv(a), t Е JR:, /а/< с-}; 

здесь ~ (а) = ( q( а), v( о:)). Будем говорить, что 'l'J+ (о:) фокусируется в мо­
мент времени j+, если существует j+ = lima-.o t(o:), где t(a) определя­
ется пересечением линий 'l'J+(a) и 'l'J+(O) = q(O) + tv(O). Также рассмотрим 
вариацию 

17_(0:) = q(a) + tV(a), t Е JR:, 

где вектор V(a) получается отражением вектора v(a) относительно каса­
тельной линии к д1J в точке q(o:) Е д1J. Определим время фокусировки 1-
вариации ry_(o:), следуя описанному выше способу. 

Хотя для каждого вектора и Е Т,,М мы можем построить бесконечно 
много различных вариаций 17+(а) (17-(0:)), каждая из них будет фокусиро­
ваться в одно и то же время 1+ (соответственно 1-). Альтернативное опре­
деление времен фокусировки заключается в следующем: 'Т/+ (а:) фокусиру­
ется, если вектор д17+/да1а=О параллелен и при некотором t = 1+ Е JR:. Мы 
говорим, что вектор и фокусируется в будущем (в прошлом), если вариа­

ция 17+ (о:) (соответственно 17- (о:)) фокусируется. 
Рассмотрим два векторных поля Xr = д/дr и Х.р = д/дr.р на М. Ес­

ли z = (r, r.p) ЕМ и вектор и= иrд/дr + исрд/дср Е Т,,М, где ur, иср Е JR:, 
то будущее и прошлое времена фокусировки 1+(и), 1-(и) вектора и опре­
деляются формулой (см. [Wo86]) 

{ 

-cosr.p 
1±(и) = JC(r) ± m(u)' 

о, 

где m(u) = ucp/ur - наклон и. 

если Ur =f. О, 
(9.2) 

если Ur =О, 

Мы говорим, что и является дивергентным (конвергентным), ес­

ли 1+(и) отрицательно (положительно), и и - плоский, если 1+(и) = оо. 
Позднее, когда мы будем рассматривать поля конусов, мы будем исполь­

зовать обозначение j±(z, и) вместо 1±(и), чтобы указать на зависимость 
от точки z. 

9.1.2. Закон отражения 

Пусть z = (r, r.p) Е M\S1 - такая точка, что определена точка :Fz = 
= (r1,r.p1). Для любого и Е Т,,М положим 1о = 1+(и) и 11=1+(Dz:Fи). 
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Тогда зеркальное уравнение (3.33) может быть переписано в виде 

1 1 -+----
11 т(z) - lo 

(9.3) 

Кривизна В = -1/1+ меняет знак - на +, когда соответствующий 
волновой фронт фокусируется. Если конвергентный волновой фронт прихо­

дит на рассеивающий участок, то есть если JC(r1 ) >О, то после отражения 
он станет или «менее конвергентным» (его время фокусировки будет коро­

че, чем в том случае, если бы столкновения не было), или дивергентным. 

При подходящих условиях время фокусировки / имеет важное свой­
ство порядка, которое будет играть важную роль при доказательстве гипер­

боличности биллиардных отображений. 

Лемма 9.1 (свойство порядка). Пусть z Е M\S1 и и, w Е Т,,М. 
Предположим, что О< l+(z, w) < т(z) и О< l+(:Fz, Dz:Fw). Тогда 

Импликация также верна, если мы заменим неравенства строгими нера­

венствами. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. 

< 1/ l+(Dz:Fи). 
По формуле (9.3) мы имеем 1/ l+(Dz:Fw) < 

• 
Мы сразу же можем видеть, что j+ является проективной координа­

той в Т,,М. Конус C(z) С Т,,М может быть отождествлен с замкнутым 
интервалом значений 1+: 

для некоторых вещественных чисел fi, 12 таких, что -оо ~ fi < 12 ~ +оо. 
Определение 9.2. Пусть C(z) - конусное поле на М_ и C'(z) - до­

полнение конусного поля. Для каждого z ЕМ_ определим 

l+(z) = sup l+(z,u), 
иЕС(z) 

1-(z) = sup 1-(z,u). 
иЕС'(z) 

Следующий результат дает простой критерий, который помогает про­

верить, является ли конусное поле на М- инвариантным. Впервые этот 
факт был доказан в [Don91]. 
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Лемма 9.3 (лемма о фокусировке [Don91]). Пусть z Е М- \S1 -
такая точка, что Fz Е М_. Предположим, что О ~ 1+(z, и) ~ т(z) 
для каждого и Е C(z) и О< 1-(Fz) ~ т(z). Тогда 

О< 1+(z) + 1-(Fz) ~ т(z)::::} DzFC(z) ~ C(Fz), 

и если неравенство в левой части строгое, то мы имеем строгую инвари­

антность DzFC(z) С int(C(Fz)). 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть w1 Е C(Fz) - такой вектор, что 
1+(Fz,w1 ) = 1+(Fz); другими словами, w1 принадлежит одной из гра­
ней C(Fz). Если w = DFzF-1w1 , то 1+(z, w) = т - 1-(Fz). Теперь, если 
и Е C(z), то J+(z, и) ~ j+(z). По предположению мы имеем j+ ~ ( <)т -
- 1-(Fz) = 1+(z,w), поэтому 1+(z,u) ~ (<)J+(z,w). Для завершения 
доказательства применим лемму 9 .1. 8 

Теперь мы сформулируем разновидность леммы о фокусировке для тра­

екторий, которые ударяются о нефокусирующие участки границы. 

Пусть Ъ, ::У2 - фокусирующие дуги д1J (они не обязаны быть различ­
ными). Предположим, что траектория точки z покидает ;:yl и возвращается 
к фокусирующей части д1J в момент времени n ~ 1 в точке z' = (q',v'), 
q' Е ;:у2 • Другими словами, рассмотрим орбиту {z,Fz, ... ,Fnz}, n ~ 1, 
такую, что 7rq(z) Е ;:у1 , 7rq(Fkz) ф_ М- при k = 1, ... ,n - 1 и 7rq(P'z) = 
= z' Е ;:у2 (проекция 1Тq была введена в §2.5). Обозначим через Л(z) длину 
участка траектории между z и z', то есть Л( z) = z=~==-01 т ( Р z). 

Лемма 9.4. При описанных условиях, если и Е C(z), и' = DzPи 
и w Е C(z')', то 

О< 1+(z) + 1-(z') ~ Л(z) ::::} т(и') > m(w), 

где т( и) снова обозначает наклон вектора и. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Доказательство следует из оригинального дока­

зательства леммы 1.6 в [Don91] и замечаний, идущих сразу после нашей 
формулы (9.3). 8 

9.2. Доказательство гиперболичности с помощью 
квадратичных форм 

Здесь мы сформулируем другой набор достаточных условий для гипер­

боличности гладких отображений с особенностями. В то время как техника 
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конусов имеет сильный геометрический привкус, эти условия являются бо­

лее аналитическими. По-прежнему они достаточно просты для проверки, 

и они успешно применялись при изучении многих физически интересных 

моделей, включая биллиарды (см. замечание 3.54). 

9.2.1. Гладкие отображения с особенностями 

Как и в§ 3.1, положим М - гладкое риманово многообразие (возмож­

но, с границей и углами), N с М - открытое и плотное подмножество 

и F: N-+ М - диффеоморфизм N на F(N) класса cr (где r ~ 2). Заме­
тим, что все итерации F определены на множестве 

00 

n=-oo 

Предположим, что F сохраняет вероятностную меруµ на Ми µ(N) = 1. 
Обозначим через S 1 = дN множество особенностей для отображе­

ния F и через S_ 1 = дF(N) - множество особенностей для отображе­
ния р-1 . Для п ~ 1 положим Sn = S1 u p-1(S1) u ... u p-n+1(S1), 
множество особенностей для pn, и, аналогично, S_n = S_ 1 U F(S_1 )U 
U ... U pn-1(S_ 1), множество особенностей для p-n. 

9.2.2. Квадратичные формы 

Напомним, что квадратичная форма Q в JRd представляет собой функ­
цию Q: JRd-+ JR такую, что Q(u) = Q2 (u, и), где Q 2 - билинейная симмет­
ричная функция на JRd х JRd. По эквивалентному определению, Q: JRd -+ IR 
является квадратичной формой, если сушествует симметричная матрица А 

такая, что Q(u) = ит Аи при и Е JRd (здесь ит обозначает транспонирова­
ние вектор-столбца и). 

Квадратичная форма Q на М - это функция Q: Т М -+ JR такая, что 
ограничение Qx на 'ГхМ почти в каждой относительно мерыµ точке х Е М 
является квадратичной формой в обычном смысле. 

Мы говорим, что квадратичная форма Q является невырожденной в х, 
если для каждого ненулевого вектора и Е 'ГхМ сушествует v Е 'ГхМ такой, 
что Q2 ( v, и) =/=- О (это эквивалентно условию det А =!=- О для соответствую­
щей симметричной матрицы А). Мы говорим, что Q является положитель­
ной (неотрицательной), если в каждой точке х форма Qx положительно 
определена (положительно полуопределена); то есть Qх(и) > О (соответ­
ственно Qх(и) ~О) для всех О=/=- и Е ТхМ. Для формы Q и точки х ЕМ 
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положим К Q ( х) - количество положительных собственных значений мат­
рицы, определяющей форму Qx (то есть максимальная размерность под­
пространства 'ГхМ, на котором форма является положительной). 

Обозначим через F#Q (возврат Q с помощью F) функцию, опреде­
ленную по правилу (F#Q)xи = QF(x) (DxFи). Легко убедиться в том, 
что F#Q также является квадратичной формой и что F#Q не вырождена 
в х, если и только если Q не вырождена в F(x). Заметим, что Р = F#Q-Q 
также является квадратичной формой. 

Для квадратичной формы Q, определенной на орбите точки х, мы по-
ложим 

Вх: ={и Е 'ГхМ: Q(DxFnu) < O,\ln? О}, 

Их: ={и Е 'ГхМ: Q(DxFnu) >О, \ln ~О}. 

9.2.3. Область Песина 

Множество гиперболических точек в N часто называют областью Ле­
сина отображения F: 

:E(F) = {х Е N: Лi(х) #-О, для всех i}, 

где Лi ( х) - показатели Ляпунова для отображения F в точке х. Заметим, 
что область Песина :E(F) инвариантна относительно F. 

Теорема 9.5 ([Mar94]). Пусть Q: Т М ___., !R - невырожденная квад­

ратичная форма такая, что: 

(i) Qx измеримо зависит от х; 

(ii) для каждой точки х Е N мы имеем О < Kq(x) < dimM 
и Kq(Fn(x)) = Kq(x) для каждого n Е 'll; 

(iii) Рх = (F#Q - Q)x положительна для каждого х Е N 
Тогда µ(:E(F)) = 1. Более того, для каждой точки х Е :E(F) мы име­
ем Вх = Е~ и Их = E'!j;. 

ЗАМЕЧАНИЕ 9.6. Условие (iii) может быть несколько ослаблено: достаточно 
потребовать Р ?: О и положительность Р с некоторого момента; то есть почти 

длявсехх ЕМ существуетk = k(x) Е Nтакое, что Q(DxFk+1u)-Q(DxFku) >О 
для каждого ненулевого вектора и Е Тх М. 

Заметим, что требование Kq(Fn(x)) = Kq(x) в предположении (ii) 
автоматически выполняется в двух важных случаях: 
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(а) М имеет размерность 2; в этом случае KQ(x) = 1 при всех х Е N; 
(6) Q непрерывна на М, и М связно; в этом случае KQ(x) является непре­
рывной интегральной функцией на М; следовательно, она постоянна. 

Если квадратичная форма Q непрерывна на М, то пространства Е-:/; 

и Е~ зависят от х непрерывно. В этом случае теорема бьша доказана 

в [Mar88]. Заметим, что обратное также верно. 

Теорема 9.7 ([Mar94]). Если µ(~(F)) = 1, то существует квадра­
тичная форма Q: ТМ----> JR. такая, что условия (i)-(iii) теоремы 9.5 вы­
полняются. 

9.3. Квадратичные формы в биллиардах 

Здесь мы разработаем общий аппарат, который применим практически 

к каждому хаотическому биллиарду и позволяет нам устанавливать гипер­

боличность. 

Пусть х = (q, v) ЕМ - точка с координатами (r, rp) и v = (dr, drp) Е 
Е 7;,М - касательный вектор. Введем новые координаты (И, V) в каса­
тельном пространстве 7;,М с помощью ортогональной проекции ( dr, drp) 
на подпространство, перпендикулярное v: 

И= cosrpdr и V = Kdr + drp. 

И является ограничением на М трансверсального поля Якоби вдоль бил­

лиардной траектории, а V - его производная. По этой причине И иногда 

обозначается J, а V - J'. 

УПРАЖНЕНИЕ 9.8. Пусть и= (И, V). Покажите, что время (будущей) 
фокусировки J+(u) = -U/V. Указание: воспользуйтесь формулой (9.2). 

ЗАМЕЧАНИЕ 9. 9. Рассмотрим риманову метрику р, заданную формой U2 + V 2 

на касательном расслоении к М. Можно доказать, что симплектическая фор­

ма w = cos r.p dr /\ dr.p принимает вид И /\ V в координатах И, V, таким образом, 
форма объема, порожденная метрикой р, совпадает с симплектической формой w. 

Эволюция (И, V) вдоль сегмента траектории длины т между двумя 
последовательными столкновениями (в точках (r, rp) и (r1, rp1)), а также 
в момент столкновения в точке ( r1 , rp1 ) определяется соответственно как 

и 

( 

-1 
-2K(r1) 

cos <р1 
(9.4) 
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Тогда производная :F в х = (r, 1.р) в координатах И, V имеет вид 

(9.5) 

УПРАЖНЕНИЕ 9.10. Докажите формулы (9.4) и (9.5). Указание: ис­
пользуйте формулу (2.26). 

Теперь, если Dx:F(U, V) = (И1 , V1 ) Е T:FxM - образ нашего векто­
ра (И, V), где И1 = cos 1.p1dr1 и V1 = K1dr1 + d1.p1, простые вычисления 
показывают, что 

И=-(тK1+cos1.p1)dr1+тd1.p1 и V=K1dr1-di.p1. 

Теперь определим измеримую невырожденную квадратичную форму 

Qх(И, V) = аИ2 + 2ЬИV + cV2
, (9.6) 

где а, Ь, с являются измеримыми функциями х (ниже мы будем выбирать их 
кусочно-непрерывными) и ас - Ь2 =f. О. Коэффициенты а, Ь, с должны удо­
влетворять условию (iii) теоремы 9.5 (см. также замечание 9.6). Вычислим 

Рх(И, V) = (:F#Q - Q)х(И, V) = 

= aiИl + 2Ь1 И1 V1 + с1 V1
2 

- (аИ2 + 2ЬИV + cV2
). 

Обозначим 1Pi = d1.p1 / dr1. Тогда 

Рх(И, V) = (dr1) 2 [(a1 - а) cos2 i.p1 + 2(Ь1 - Ь)(К1+1.p~)(cos i.p1) + 

+ (с1 - с)(К1+1.р~) 2 +а(2тсоs1.р1(К1+1.р~) - т2 (К 1 - 1.р~) 2 ) + 

+ 2Ь(-2К1 cos1.p1 + т(К1 - 1.р~) 2 ) + 4сК1 1.р~]. 

Тогда знак Р зависит от следующего квадратного многочлена (по 1.pi): 

(с1 - с - ат2 + 2Ьт)(1.р~) 2 + 

+ 2[(Ь1 - Ь) cos1.p1 + К1(с1 - с)+ атсоs1.р + ат2К1 -

- 2ЬтК1 + 2сК1]1Р~ + (а1 - а) cos2 1.р 1 + 

+ 2(Ь1 - b)JC1 COSi.p1 + (с1 - c)JCi - 2атК1 COSi.p1 -

- aт2JCi + 4ЬК1cos1.p1+2bтJCi. 

(9.7) 

Положим Ь = Ь1 = 1 для того, чтобы бьmо легче контролировать невы­
рожденность Q. 
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УПРАЖНЕНИЕ 9 .11. Пусть К1 -1 О и Е = -2К1 1 cos ер. Показать, 
что Р > О при каждом значении epj_, если и только если выполняются два 
условия: 

с1 - с - ат2 + 2т > О (9.8) 

и 

(с - 2т + ат2 )[4с1 - 2Е + (а1 - а)Е2 /4] + 
+ с1Е [2 - 2ат - (а1 - а)Е/4] + а2т2 Е2 /4 <О. (9.9) 

Соглашение. Для каждого фокусирующего участка Г и q Е Г обозна­
чим R = 1/JK(q)J радиус кривизны Г в q. Окружность радиуса R, ка­
сающаяся Г в q «изнутрю> V, называется окружностью кривизны, или со­
прикасающейся окружностью. Аналогичная окружность радиуса R/2 будет 
называться окружностью половинной кривизны. Обозначим L = 2R cos ер 
длину участка биллиардной траектории, выходящей из q под углом ер 

внутрь окружности кривизны. 

В частности, если участок границы, содержащий точку следующего 

столкновения q1, также является фокусирующим (то есть если К1 <О), 
то Е = L1 = 2R1 cos ер 1 является временем, которое траектория, прибыв­
шая в (или покидающая) q1 , проводит внутри окружности кривизны 

к дV в q1. 

УПРАЖНЕНИЕ 9.12. Покажите, что в случае К1 О условие (9.9) 
принимает вид 

(9.10) 

ЗАМЕЧАНИЕ 9 .13. Наш формализм дает еще одно доказательство гипербо­
личности для рассеивающих биллиардов, а также для биллиардов, имеющих и рас­

сеивающие, и плоские границы (при условии, что множество точек, траектории 

которых никогда не попадают на рассеивающий участок, имеет меру нуль). Дей­

ствительно, если мы возьмем а= с= О, то (9.9) будет иметь место для рассеива­
ющих границ (так как К > О). На нейтральных участках мы рассмотрим аналогич­
ную квадратичную форму Q; тогда Рх ;;:,, О (в действительности она положительна 
на ТхМ, за исключением одного направления). Кроме того, Р становится строго 

положительной каждый раз, когда траектория ударяется о рассеивающий участок. 

9.4. Построение гиперболических биллиардов 

Начнем с интересного вопроса, сформулированного в [Wo86, Mar88, 
Don91]: если взять некоторую выпуклую кривую Г с IR2 , может ли она 
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быть фокусирующим участком для хаотического (гиперболического) бил­

лиарда? Другими словами, можно ли «построить» хаотический билли­

ардный стол, используя заданную фокусирующую дугу Г? Мы найдем 

геометрические условия на кривую Г, при которых ответ будет положи­

тельным. 

Сначала мы исследуем локальные условия, которым должна удовле­

творять фокусирующая дуга Г для того, чтобы с ее помощью можно бы­

ло построить гиперболический биллиард. Следующие эвристические на­

блюдения будут иметь большое значение. Посмотрим на поведение вы­

ражений (9.8) и (9.9) во время длинной серии последовательных (почти 
скользящих) отражений от Г, где 'Р ~ ±п /2. Тогда ясно, что L ~ т ~ О 
и а, с непрерывны в окрестности точек (q1 , ±п/2). Теперь, если с» т, 
дискриминант д квадратного многочлена в (9.7) удовлетворяет усло­
вию д ~ 4сс1 ~ 4cr. Так как нам требуется д < О, мы делаем вывод, 
что lim'l'-.±7r/2 с = О. Если с<< т, то мы имеем д ~ 4тЕ ~ 4т2 . В за­
ключение мы должны рассмотреть с ~ т; это определяет наш выбор с = т 
(или L). 

Если а= О, с= L и с1 = L1, то (9.9) немедленно приводит к 

L + L1 < 2т. (9.11) 

Если кривая Г имеет класс С4 , то условие (9.11) эквивалентно условию 

d2R 
dr2 <О, (9.12) 

где r - наша обычная координата на Г, выражающая длину дуги, 

и R = -1/IК:l -радиус кривизны кривой. 

УПРАЖНЕНИЕ 9.14. Докажите, что условия (9.11) и (9.12) на фоку­
сирующую С4-дугу Г действительно эквивалентны. Указание (см. [Wo86]): 
пусть qo, q1 - различные точки Г, выберем декартовы координаты (х, у) 
на плоскости таким образом, что ось х проходит через q0 и q1 , причем q0 -

ее начало, а q1 имеет положительную х-координату, и положим, что ду­

га q0 q1 кривой Г лежит ниже оси х (то есть у~ О). Если Г(r) = (x(r), y(r)) 
параметризована длиной дуги, то обозначим () ( r) угол, который касатель­
ная линия к Г в точке r образует с осью х. Заметим, что радиус кривизны 
кривой Г равен R = dr/de. Пусть т = jq0 q1 J. Тогда 

ь ь 

L = f ~: dr = R(Ь) sinB(Ь) - R(a) sinB(a) - f sinB~~ dr 
а а 
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и 
ь 

! d2R 
2т - L - L 1 = y(r) dr2 dr. 

а 

Это завершает наше указание к упражнению 9.14. 

Далее, если а= О, с= т и с1 = т1 , то мы получаем условие 

L1(т + т1) < 2тт1. (9.13) 

Условие, сформулированное выше, «локально эквивалентно» [Mar88] уело-
вию 

d2 R1/з 
~>О. (9.14) 

Под локальной эквивалентностью мы понимаем то, что оба условия экви­

валентны при достаточно малых т и т1 . (Эта эквивалентность слабее, чем 

эквивалентность между (9.11) и (9.12).) 

УПРАЖНЕНИЕ 9.15. Докажите, что условия (9.13) и (9.14) на фо­
кусирующую С4-дугу Г являются «локально» эквивалентными. Указание 
(см. [Mar88]): пусть 'Ф = 1Г/2 - t.p и Г('Ф) = р(-ф)Г'(О)еi'Ф, где р(О) = О, 
задают уравнение, определяющее кривую Г в окрестности точки столкно­

вения Г(О). Используйте разложение в ряд Тейлора для т1 , т при малых 
значениях -ф. Напомним выражение для кривизны в полярных координа-

2 + 2 12 " 
тах: К1 ('Ф) = Р Р -jp . Далее, докажите, что (9.13) эквивалентно 

(р2 + р'2)3 2 

условию 3р"(О) 2К1 < 4[р'(О) + р"'(О)], что, в свою очередь, эквивалентно 
условию 3К1К~ < 2К?, которое эквивалентно (9.14). 

УПРАЖНЕНИЕ 9 .16. Докажите, что эпициклоида, гипоциклоида и цик­
лоида удовлетворяют условию (9.12). В частности, последнее имеет место 
для кардиоиды (замкнутой кривой, уравнение которой в полярных коорди­

натах имеет вид r(t) = 1 + cost, -7Г ::;::; t ::;::; 1Г). Дуга эллипсах= acost, 
у = bsint, Ь2 > а2 , где -7Г/4 < t < 1Г/4, также удовлетворяет (9.12); 
см. [Wo86]. 

УПРАЖНЕНИЕ 9 .1 7. Рассмотрим эллипс х = а cos t, у = Ь sin t, 
Ь2 > а2 , о::;::; t < 27Г. Докажите, что (а) дуга -7Г/4 < t < 7Г/4 удовлетворяет 
условию (9.12) и (б) дуга, определяемая неравенством sin t > Ь2 /(Ь2 +а2 ), 
удовлетворяет (9.13). Любопытно, что дуги в частях (а) и (б) не пересека­
ются! (См. [Mar88].) 
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9.4.1. Короткие фокусирующие кривые 

Следующий удивительный результат был получен Доннеем [Don91] 
для дуг класса 0 6 и независимо Маркаряном [Mar94] для дуг класса 0 4 . 

Теорема 9.18 ([Mar94]). Пусть Г С JR2 - 0 4 выпуклая кривая и q Е Г. 
Тогда существует окрестность U(q) точки q такая, что более короткая 
кривая Г n U(q) может быть участком границы гиперболического билли­
арда. 

Назовем указанные выше сегменты Г n U(q) короткими фокусирую­
щими дугами. Данная теорема дает еще один способ, в дополнение к (9.11) 
и (9.13), построения фокусирующих дуг, пригодных для включения в ги­
перболические столы. 

9.4.2. Построение гиперболических биллиардных столов 

Мы описали классы фокусирующих дуг, которые могут быть исполь­
зованы для построения гиперболических биллиардов. Это не означает, ко­

нечно же, что любой биллиардный стол, составленный из таких дуг, яв­

ляется гиперболическим. Здесь мы опишем, как собрать куски границы 

различных видов для того, чтобы создать гиперболический биллиардный 

стол. Должны быть соблюдены некоторые простые правила («строитель­
ный кодекс»). Мы должны проверить условия на внутренние углы, обра­

зованные смежными участками, расстояния между различными участками 

и т. д. Следующая теорема говорит о том, как построить плоские биллиарды 

с гиперболическим поведением, границы которых имеют произвольный вид 

и отвечают только одному требованию, а именно: фокусирующие участки 

удовлетворяют либо условию (9.11), либо (9.13). 

Теорема 9.19 ( [Wo86, Mar88, СМОЗ]). Гиперболические биллиарды 

с участками границы класса 0 3 могут быть построены с помощью од­
ной из двух следующих стратегий. 

(i) Фокусирующие участки границы удовлетворяют условию (9.11). Ок­
ружности половинной кривизны в любой точке каждого фокусиру­

ющего участка не должны содержать точек других участков или 

окружностей половинной кривизны других фокусирующих участков. 

Смежные фокусирующие участки должны образовывать внутренние 

углы, большие 1Г. Фокусирующие и рассеивающие смежные участки 

должны образовывать внутренние углы, не меньшие 1Г. Фокусирующие 

и нейтральные смежные участки должны образовывать внутренние 

углы, большие 7Г /2. 
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(ii) Фокусирующие участки границы удовлетворяют (9.13). Окружности 
кривизны фокусирующих участков не должны содержать точек дру­

гих участков границы. Условия на смежные дуги аналогичны условиям 

пункта (i). 

Кроме того, множество траекторий, которые ударяются только о плос­

кие участки границы, должно иметь меру нуль. 

Условия (9.11) и (9.13) содержат строгие неравенства. Для дуг окруж­
ности эти неравенства превращаются в тождества; таким образом, дуги 

окружности не допускаются приведенной выше теоремой. Это исключа­

ет из нашей общей теоремы случай биллиардов Бунимовича, поэтому мы 

несколько расширим ее, чтобы охватить биллиарды Бунимовича. 

Предложение 9.20. В теореме, приведенной выше, мы можем допу­
стить равенства в условиях (9.11) и (9.13). В этом случае, однако, мы 
должны потребовать, чтобы почти каждая траектория отражалась 

по крайней мере от двух различных участков границы. 

Последнее требование включено для того, чтобы отбросить некоторые 

тривиальные примеры, такие как, например, круглый биллиард (§ 1.1). 

ЗАМЕЧАНИЕ 9.21. Мы видим, что условия в теореме 9.19 открыты в метри­
ке С3 . Следовательно, неплоские участки границы таких биллиардов могут быть 
возмущены в топологии С3 и гиперболичность сохранится. Если допускаются ра­
венства, как в предложении 9.20, то возмущения могут нарушить гиперболическое 
поведение в новых биллиардных столах. Это возможно в том случае, когда часть 

границы образуют дуги окружностей. Если дуги окружности возмущаются, усло­

вия (9.11) и (9.13) могут быть нарушены и гиперболичность будет потеряна. 

Однако в [Mar94] доказано, что дуги окружности, меньшие половины 
окружности, могут быть возмущены в топологии С4 с сохранением гипер­
болического характера. Аналогичный результат для возмущений в тополо­

гии С6 был независимо получен Доннеем [Don91]. 
Теорема 9.19 также остается верной, если мы разрешим короткие фо­

кусирующие дуги, описанные в теореме 9.18; см. [СМОЗ]. 

УПРАЖНЕНИЕ 9.22. Рассмотрим эллипс и разрежем его вдоль боль­

шой оси. Раздвинем обе половины в разные стороны вдоль малой оси. 

Соединим концевые точки двух половин двумя линиями, параллельны­

ми малой оси. Обозначим получившуюся область V. Вставим в V две 

внутренние «стеньш, представляющие собой линейные участки, параллель­

ные малой оси и соединяющие образы каждого фокуса в двух половинах; 

см. рис. 9.1. Докажите, что если две половины раздвинуты на достаточно 
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Рис. 9.1. Пример Войтковского гиперболического, но не эргодического, биллиард­
ного стола, построенного с помощью эллипса 

большое расстояние, то этот биллиард гиперболический (см. точные усло­

вия в [Wo86, приложение В]). Затем используйте свойства эллиптических 
биллиардов (§ 1.4), чтобы проверить, что этот биллиард имеет по крайней 
мере три различные эргодические компоненты (конструкция двух из них 

показана на рис. 9.1; третья получается обращением траекторий, показан­
ных толстой линией). Этот замечательный пример описан Войтковским 

в [Wo86, приложение В]. 

9.5. Абсолютно фокусирующие дуги 

В этом разделе мы опишем самый широкий известный класс фоку­

сирующих дуг, пригодных для построения гиперболических биллиардов. 

Напомним, что конструкция Бунимовича была основана на механизме де­

фокусировки (§ 8.2). Бунимович потребовал, чтобы неустойчивые волновые 
фронты расширялись (росли) монотонно в р-метрике между двумя после­

довательными столкновениями, и это ограничило его анализ только дуга­

ми окружностей. Войтковский и Маркарян в некоторой степени оставили 

требование монотонного расширения неустойчивых фронтов, но сделали 

его более гибким за счет использования различных метрик в касательных 

пространствах. Абсолютно фокусирующие дуги ослабляют требование мо­

нотонности, пока механизм дефокусировки работает сам по себе; то есть 

неустойчивые волновые фронты проходят через точку фокусировки между 

последовательными столкновениями с фокусирующими дугами. К удивле-
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нию, этого достаточно для доказательства асимптотического расширения 

векторов в неустойчивых конусах и, следовательно, гиперболичности. 

Наше изложение соответствует [DММОб]. Пусть Г С JR2 - фокусирую­
щий участок границы биллиардного стола D класса ст. Обозначим через р1 
и Р2 концевые точки Г, и а(Г) = J~г/ \.К:(r)\ dr - полный угол, на который 
касательная линия к Г поворачивается при проходе от Р1 к Р2 вдоль Г. 

Фокусирующий участок границы Г класса гладкости 0 3 называется 
абсолютно фокусирующей дугой, если: 

АФl: а(Г) ::( ?Г; 

АФ2: каждый бесконечно малый параллельный волновой фронт, падаю­

щий на Г из D, будет фокусироваться между каждыми двумя последо­
вательными столкновениями с Г и покидать Г после последнего столк­

новения с этим участком в виде фокусирующегося фронта. 

Требование (АФl) (вместе с теоремой Гальперна 2.13) гарантирует, 
что ни одна биллиардная траектория не будет иметь бесконечной серии 

последовательных отражений от Г. Главное требование (АФ2) будет гаран­

тировать гиперболичность; см. ниже. 

УПРАЖНЕНИЕ 9.23. Докажите, что если Г является фокусирующим 
участком границы, удовлетворяющим условию ( 9 .11), то она также удовле­
творяет требованию (АФ2). Указание (см. [Wo86]): рассмотрите два волно­
вых фронта, падающих на Г из D: один изначально параллелен, а второй 
изначально характеризуется постоянным углом падения. Второй фронт фо­

кусируется на расстоянии L/2 вдоль траектории, выходящей из первой точ­
ки отражения. Сравните относительные положения точек их фокусировки 

на выходящей траектории. 

УПРАЖНЕНИЕ 9 .24. Докажите, что если фокусирующий участок ГС D 
удовлетворяет условию (9.13), то он также удовлетворяет требованию (АФ2). 

Приведенные выше упражнения показывают, что класс абсолютно фо­

кусирующих дуг шире, чем класс дуг, удовлетворяющих (9.11) или (9.13). 
Следующие примеры иллюстрируют этот вывод. 

В упражнении 9.17 мы описали две непересекающиеся дуги эллип­
са х2 / а2 + у2 /Ь2 = 1, в котором а > Ь > О: одна из дуг удовлетво­
ряет условию Войтковского (но не Маркаряна) (она определяется усло­

вием lxl ::( а/ ../2 и у > О), а другая удовлетворяет условию Маркаряна 
(но не Войтковского) (она определяется неравенством х ~ Ь4 /(а2 + Ь2 )). 
С другой стороны, Донней доказал (см. теорему 5 и раздел 7 в [Don91], 



9.5. АБСОЛЮТНО ФОКУСИРУЮЩИЕ ДУГИ 383 

Рис. 9.2. Дуга Войтковского (сверху), дуга Маркаряна (справа) и полуэллипс Доннея 

а также [МОР96]), что если а/Ь < V2, то весь полуэллипс х): О будет яв­
ляться абсолютно фокусирующей дугой. Эта дуга содержит половину дуги 

Войтковского и целую дугу Маркаряна; см. рис. 9.2. 

УПРАЖНЕНИЕ 9 .25. Проверьте, что дуга Войтковского и дуга Марка­

ряна эллипса, описанные выше, не пересекаются. 

Существует два других важных свойства абсолютно фокусирующих 

кривых класса 0 6 : 

(а) достаточно короткие куски произвольной выпуклой кривой (см. теоре­

му 9.18) являются абсолютно фокусирующими дугами [Don91, теоре­
ма 1]; 

(б) в пространстве фокусирующих кривых класса 0 6 ' имеющих фиксиро­

ванную длину \Г\ = L и удовлетворяющих условию J0L \К:(r)\dr::::; 7r, 

подмножество абсолютно фокусирующих кривых открыто [Don91, тео­
рема 4]. 

Донней доказал [Don91, теорема 2], что абсолютно фокусирующие ду­
ги могут быть частью гиперболических биллиардов, если они соединяются 

достаточно длинными участками, образующими выпуклую область. Его до­

казательство основано на тонком изучении свойств фокусирующихся вол­

новых фронтов в интегрируемых биллиардах. В конце этого раздела мы 

подведем итог результатам Доннея. Следуя Доннею, мы рассмотрим толь­

ко абсолютно фокусирующие дуги класса 0 6 • Мы должны, однако, отме­
тить, что наши результаты имеют место также для кривых Войтковского 

и Маркаряна класса 0 4 (последние допускают непрерывные и кусочно­
непрерывные семейства инвариантных конусов с конечными временами 
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фокусировки [Wo86, Mar88], чего более чем достаточно для того, чтобы 
включить их в новую теорему). 

Следующая теорема подводит итог результатам Доннея [Don91] и на­
шим последним продвижениям [DММОб]. 

Теорема 9.26. Любой биллиардный стол с участками границы клас­
са С6, удовлетворяющий условиям (Б1)-(Б3) ниж:е, является гиперболи­
ческим. 

Напомним, что S±oo = Un~1S±n· Обозначим N~ и N~ множества 
точек, положительная (соответственно отрицательная) полутраектория ко­

торых определена во все моменты времени и которые, начиная с неко­

торого момента времени, ударяются только о плоские участки, то есть 

Р(х) Е Мо при всех п? nx (соответственно п ~ -пх). 

Бl: Каждый фокусирующий участок границы является абсолютно фоку­

сирующей дугой класса С6 (фокусирующие кривые класса С4 Войт­
ковского и Маркаряна также допускаются). Более того, V не является 
многоугольником, то есть Г + U Г _ -:f. е5. 

Б2: Существует некоторая положительная нижняя граница длины участков 

траекторий, которые стартуют с фокусирующего участка av и закан­
чиваются на другом неплоском участке av. 

Б3: µ(N~) = О и m(N~ n S_ 00 ) = О, здесь m обозначает одномерную 
меру Лебега на S_ 00 • 

Заметим, что если N~ = I(N~), где I - инволюция (§ 2.14), 
то обращенное во времени условие (Б3) (см. замечание 4.16) имеет 

вид µ(N~) = m(N~ n S 00 ) =О. Условие (Б3) имеет место для биллиард­
ных столов общего вида, так как для многоугольных биллиардов характерна 

эргодичность [КМS86]. 

Условие (Б2) здесь выглядит несколько неясно. Оно накладывает огра­

ничения на расстояния и углы между участками дV, но гарантировать точ­
ную нижнюю границу нелегко. Когда мы работаем с кривыми Войтковского 

и Маркаряна, условие (Б2) имеет простую геометрическую формулировку 

в терминах взаимного расположения окружностей половинной кривизны 

различных фокусирующих кривых [Bu79, Wo86] или в терминах рассто­
яний окружностей кривизны фокусирующих дуг до других участков дV; 

см. [Mar88]. Так как здесь мы работаем с более широким классом фокуси­
рующих дуг, наше условие (Б2) должно быть более общим и, следователь­

но, более трудным. 
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Для того чтобы описать неустойчивые конусы Доннея, мы должны вве­

сти новые обозначения. 

Рассмотрим фокусирующий участок Г i С д'D. Положим S{ i = 

= {z Е Mi: 7rq(:Fz) Е дГi} и определим по ИНдУКЦИИ s~,i = (:F- 1 S~~1,i n 
n Mi)USi i• rде п > 1. Множество S~ i состоит из элементов Mi, имеющих 
не более т{ - 1 последовательных ст~лкновений с Г i до соударения с дГ i 
(попросту говоря, это множество особенностей для отображения Р, огра­

ниченное траекториями, двигающимися только вдоль Гi). Положим так­

же S~ i = Uп>oS~ i· 
М~ожества S~п i и S~00 i определяются аналогично при рассмотре­

нии :F в обратном н~iправлен~и. Из принципа обращения времени следует 
(замечание 4.16), ЧТО s~n i = I(S~ i) и s~oo i = I(S~ i)· 

Как обычно, когда м~r имеем Дело с особыми кри~ыми, важно устано­
вить их регулярность, как это сделано в разделах 4.8 и 4.9 для рассеива­
ющих биллиардов. Формальные определения и доказательства будут даны 

в § 9.8; здесь мы только отметим эти свойства. Замыкания особых мно­
жеств S±n,i являются объединениями конечного числа гладких компактных 
кривых. Компоненты множеств S~ i и S~п i трансверсальны друг другу. 
Для любых m, п ~ 1 множество s;,,, i u S~~ i разбивает Mi на конечное 
число открытых подобластей с кусоч~о-глад~ми границами. 

Пусть So = 1О. Пусть функция {!: int Mi \ S~ i ~ N определяется 
следующим образом: ' 

Она определяет количество последовательных отражений траектории z 
вдоль Гi до того момента, когда она покидает Гi. Таким образом, 

Е: = I[{!-1 (0)] является подмножеством intMi, состоящим из векторов, 
посещающих Гi (то есть векторов, сразу же покидающих Гi в обратном 

времени). Для каждого k ~О множество Ek: = En {!- 1 (k) состоит из век­
торов, посещающих int Mi и покидающих Гi в точности после k столк­
новений. Очевидно, Е = Uk~oEk, и, согласно предыдущему наблюдению, 
замыкания Е и Ek являются боксами. 

9.6. Поле конусов для абсолютно фокусирующих дуг 

Построение неустойчивого поля конусов С на М _ бьто предложено 
Доннеем [Don91J и реализовано для каждого фокусирующего участка Гi 
независимо. 
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Для каждого z ЕЕ положим x-(z) и x+(z) - векторы из Т,,Мi та­
кие, что их r-компонента неположительна и 1-(z,x-(z)) = 
= j+(:Fll(z) z, Dz:Ffl(Z) x+(z)) = +оо. Последнее условие означает, ЧТО эво­
люция x-(z) в обратном времени приводит к параллельной вариации 
и что e(z) итераций вектора x+(z) в прямом времени (то есть именно в тот 
момент, когда он покидает Гi) является параллельной вариацией. Зададим 

касательный вектор и= (ur,uip), и пусть снова m(u) = uip/ur обознача­
ет тангенс угла наклона. Используя тот факт, что Г i является абсолютно 

фокусирующей дугой, легко проверить, что 

• K(z) = m(X-(z)) < m(X+(z)) < -K(z) для любой точки z ЕЕ; 

• х- непрерывно на Е их+ непрерывно на каждом Ei. 

Предположим теперь, что существует единичное векторное поле Х1 
на Е такое, что 

1) m(X+(z)) > m(Xz(z)) > m(X-(z)) для каждой точки z ЕЕ; 

2) supzEEk f-(z,Xz(z)) < +оо для каждого k; 

3) supzEEk J+(:F11(z) z, Dz:F11(z) Xz(z)) < +оо для каждого k. 

Эти условия говорят, что вектор Xz ( z) покидает Г i после конечного числа 
столкновений, что он фокусируется между любыми двумя такими столк­

новениями и после последнего столкновения и что время фокусировки пе­
ред первым и перед последним столкновениями равномерно ограничено 

по z ЕЕ. 
Взяв два линейно независимых вектора Х1 , Х2 Е JR.2, мы можем опре­

делить конус в JR.2 по формуле С(Х1, Х2) = { аХ1 +ЬХ2: аЬ ~ О}. Используя 
это обозначение, полагаем 

или, что эквивалентно, Св(z) = {и Е Т,,Е: m(u) ~ m(X1(z))}. Теперь поле 
конусов Доннея на Mi определяется по формуле 

Мы видим, что С определено на intMi \ (S::O i U S~= i). Из свойства по­
рядка (см.§ 9.1) следует, что каждый вектор из'с имеет будущее и пропmое 
времена фокусировки, которые являются равномерно ограниченными. 
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Чтобы показать существование векторного поля Xl, мы для начала 
заметим, что для каждого фиксированного k > О произвольная линейная 
комбинация ах- + ьх+, где аЬ > О, будет являться векторным полем, удо­
влетворяющим свойствам (1)-(3) на U0~k~kEk (но не на всем Е). Теперь 
мы введем на Mi координаты Лазуткина (х, у): в каждой точке (r, ер) Е Mi 

r 2 

х = С1 ! R-3 (t) dt, (9.15) 

о 

где 'Ф = 1Г/2 - ер (это угол с ориентированной касательной к Гi), констан-

ты С1 и С2 зависят от Гi и R(r) = - К:~r) - радиус кривизны Гi в точке r. 

За деталями отсьшаем читателя к [Don91]. 
Из леммы 5.9 в книге [Don91] следует, что векторное поле д/дх имеет 

свойства (1)-(2) на Uk~kEk при достаточно большом k > О, зависящем 
от Гi. Следовательно, векторное поле Xl может быть выбрано следующим 
образом: 

если z Е U Em, 
m=O 

иначе, 

для любых положительных а, Ь и при достаточно большом т >О. 

Таким образом, мы получаем на Mi поле конусов, которое зависит 
от параметров а, Ь, т. Для завершения доказательства мы должны указать 
конкретные значения для них. В отношении а и Ь мы просто берем два 

положительных действительных числа; для т мы выбираем положительное 

целое, которое, как уже сказано, настолько велико, чтобы соответствовать 

лемме 5.9 книги [Don91] (здесь явное условие сформулировано в терминах 
отклонения угла 'Фот О или 7Г; большие т соответствуют приближению 'Ф 
к О или 1Г). Этот выбор является техническим; он упростит доказательство 

в определенной части локальной эргодической теоремы ниже. 

Введем величину fi, которая показывает, насколько далеко фокусиру­
ющий участок Г i должен быть помещен относительно других неплоских 

участков Г для того, чтобы получить гиперболичность. Эта величина игра­

ет важную роль в условии (Б2) предыдущего раздела. Пусть 

fi± = sup f±(z) и (9.16) 
zEM; 

Из свойства (2) следует, что fi конечно. Пусть f = maxi fi, где максимум 
берется по всем фокусирующим участкам границы д'D. 
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ЗАМЕЧАНИЕ 9 .2 7. Заметим, что выбор а, Ь, т влияет на f;. Мы не знаем, как 
выбрать эти параметры для того, чтобы получить оптимальные, то есть минималь­

ные fi· Обсуждение этого вопроса смотрите также в разделе 4 книги [Don91]. 

Для завершения построения С на М остается определить поле 

на М+ U М0 , что не представляет трудности: 

{ 
{и Е 'LM: - ld(z)I ~ j+(z,u) ~о}, 

C(z) = + 
{иЕ'ГzМ:f (z,u)~o}, 

если z ЕМ+, 

если z Е Мо. 

Другими словами, для z Е М+ конус С ( z) состоит из дивергентных волно­
вых фронтов, которые фокусируются внутри полусоприкасающегося дис­

ка д'D в точке тr q ( z), в свою очередь, для z Е Мо конус С ( z) состоит из всех 
дивергентных волновых фронтов. Мы могли бы определить С следующим 

эквивалентным способом: 

C(z) = {( Ur, и'Р) Е ТzМ: UrU<p ;;::: О} 

при всех z Е М+ UMo. Это завершает построение поля конусов С для бил­
лиардов, удовлетворяющих (Бl). 

9.7. Непрерывные дроби 

Здесь мы обобщим результаты разделов 8.5 и 8.6, где была доказана 
сходимость непрерывных дробей, связанных с биллиардами Бунимовича. 

Теорема 9.28. Пусть 'D - бwzлиардный стол, удовлетворяющий усло­
виям теоремы 9.19. Тогда непрерывные дроби (4.42) и (4.45) сходятся 
в каждой точке Х Е П, для которой прошлая и соответственно будущая 
полутраектории определены во все моменты времени. Эти дроби выража­

ют наклоны линий Е~ и Е~ соответственно (там, где они существуют). 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Вспомним общую теорему о сходимости непре­

рывных дробей, доказанную в [Ви92, теоремы 10 и 11). Дробь 

1 
А:=----------

1 
ai + --------

1 
az+-----

1 
аз+--­

а4+ · .. 

сходится, если выполняются следующие два условия: 

(9.17) 
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(а) все нечетные элементы a2n+l положительны, а их сумма бесконечна; 

(б) для любых двух отрицательных элементов а2п', а2п", п' < п", меж­
ду которыми не существует друтих отрицательных элементов, имеем 

(9.18) 

для некоторых б1 :;?: -1, l = 1, 2, .... На самом деле нас будет интересо­
вать только тот случай, когда все четные элементы отрицательны и бz = О. 
Тогда (9.18) принимает особенно простой вид: 

(9.19) 

Мы докажем теорему в устойчивом случае; неустойчивый случай получа­

ется обычным обращением времени (замечание 4.16). 
Для простоты ограничим наше рассмотрение биллиардными столами 

без рассеивающих участков; то есть положим М+ = f25. Столкновения 
с плоскими участками границы могут быть исключены из рассмотрения 

за счет «приема с переворачиванием стола», описанного в § 8.7, при этом 
соответствующая непрерывная дробь преобразуется. После этого все нечет­

ные элементы a2n+l = Tn (времена между столкновениями) будут положи­
тельными, а все четные элементы a2n = Rn = 2Кп/ cos 'Рп будут отрица­
тельными, так как К < О на фокусирующем участке границы. Так как бу­
дущая полутраектория Х Е П определена во все моменты времени, то мы 

имеем Ln a2n+1 = оо. 
Теперь рассмотрим случай, когда биллиардный стол состоит из фоку­

сирующих дуг Войтковского. Тогда условие (9.11) может быть переписано 
в виде 

(9.20) 

что удивительным образом совпадает с (9.19). Сходимость доказана. 
Рассмотрим случай, когда биллиардный стол состоит из фокусирую­

щих дуг Маркаряна. Условие (9.13) может быть переписано в виде 

или, что эквивалентно, 

(9.21) 
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Это выражение отличается от (9.19), но мы можем применить следующий 
прием. Дробь (9.17) сходится, если и только если сходится дробь 

В: 
1 

1 
Ь1+-------

1 
b2+----­

l 
Ьз+---

Ь4 + · .. 

(9.22) 

так как А = 1/(а1 - В). В новой дроби (9.22) нечетные элементы 
Ь2п-1 = -Rп положительны, а четные элементы Ь2n = -тп отрицатель­
ны. Условие Маркаряна (9.21) принимает вид 

b2n-l ~ 2IЬ2n-21- 1 + 2IЬ2n1- 1 , 

что совпадает с (9.19). 
Остается проверить, что сумма всех нечетных элементов бесконечна, 

то есть 2:: Ь2n-1 = 2:: IRnl = оо. Если имеет место бесконечное количество 
столкновений с фокусирующими дугами, то этот факт следует из очевидной 

оценки снизу: 

IRn\ ~ min 2IК:(q)I = const >О. 
qЕГ-

С другой стороны, если имеет место лишь конечное количество столкно­

вений с Г _, то наша дробь (9.17) после приведения окажется просто ко­
нечной. • 

Наконец, заметим, что гиперболические биллиарды с фокусирующи­
ми границами имеют положительную энтропию, которая может быть вы­

числена по общим формулам, полученным в § 3.12; для более детального 
изучения этого вопроса см. [СМ92] и [Ch97]. 

9.8. Особенности 

Множества особенностей S±n отображения столкновений :F: М -. М 
в биллиарде общего вида определены в главе 2. Для удобства читателя на­
помним основные формулы: 

So =дМ, 

S1 = So U {х Е intM: :F(x) ~ intM}, 

S_1 = So U {х Е intM: :;:- 1 (х) ~ intM}, 

Sп+1 = Sп u :т- 1 (Sп) и S-(п+1) = S_п U :F(S-n)· 
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Последние два множества являются множествами особенностей для p+i 
и :F-( п+ 1) соответственно. 

Свойства особенностей рассеивающих биллиардов были изучены 
в разделах 4.8 и 4.9. Мы доказали, что s± состоит ИЗ гладких компакт­
ных кривых с равномерно ограниченной кривизной, пересекающихся толь­

ко в концевых точках. В этом разделе докажем аналогичные свойства регу­

лярности для гладких компонент S±l· 
Как было замечено в упражнении 4.40, мы имеем х = (r, <р) Е Sп, если 

и только если (r, -<р) Е S-п· Снова эта симметрия позволяет нам свести 
анализ к случаю п >О; то есть нам нужно рассмотреть особенности S1. 

Заметим, что· S 1 \ S 0 состоит из точек, следующее столкновение ко­
торых либо представляет собой касание (что может случиться только 

на рассеивающем участке д'D), либо происходит в угловой точке д'D. 
В соответствии с этим S1 = So U S 9 U Sc, где S 9 = {(r,<p): J<p1J = 
= ?Т/2} и Sc = {(r, ер): r 1 является концевой точкой некоторого Гi с д'D} 
(здесь g обозначает «скольжение», а с - «угловое» столкновение). Заметим, 

что So, S 9 , Sc могут иметь общие точки. 

Теорема 9.29. Для любого плоского биллиардного стола д'D с JR2, 

удовлетворяющего предположениям AJ-A4 главы 2, множество S1 явля­

ется конечным объединением гладких компактных кривых, пересекающихся 

только в концевых точках. Каждое из множеств S 9 и Sc представляет со­
бой объединение конечного числа гладких (но не обязательно компактных) 

кривых, замыкания которых относятся к классу С'--1, и конечного числа 
изолированньvс точек. 

УПРАЖНЕНИЕ 9.30. Найдите биллиардные столы, для которых множе­
ство Sc включает изолированные точки (попробуйте биллиарды с каспами). 
Найдите биллиардные столы, для которых множество S 9 (или Sc) содер­
жит кривые, концевые точки которых принадлежат другому множеству Sc 
(соответственно S 9 ). 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Для любой точки z = (q, v) ЕМ обозначим через 
q1 = q + r(z)v и z1 = :F(z) = (r1, <р1) точку следующего столкновения. 

Начнем с Sc. В общем случае это множество не является компактным. 
Этот случай имеет место, если граница содержит фокусирующую дугу "(, 
одним концом которой является q (r = ai). Тогда множество Sc(q, 7) = 
= {(q,<p(q)): q Е 7,q1 = q} не является компактным, но, очевидно, 
при стремлении q к q величина <p(q) стремится к ±7r/2, скажем к ?Т/2. 
Тогда Sc(7i,"f) U (q,?Т/2) С Sc U So является компактным. 
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Пусть q - конец дуги границы. Исключая случай изолированных то­

чек, в q всегда существует некоторый «сектор обзора» границы Г. Так как 
она представЛJiет собой объединение конечного числа гладких замкнутых 

дуг и замкнутых кривых, то достаточно доказать, что если 1 - достаточно 

маленькая замкнутая часть границы и если она видна из q, то Sc(q, 1) ЯВЛJI­
ется замкнутой дугой класса ct-1 . Выражение«/ видна из q» означает, что 
ДЛJI всех точек q Е /интервал, соединяющий q и q, не имеет общих точек 
с Г \ {q,q}. Если q ф. /,то задачу можно свести к трем случаям в зависи­
мости от того, яВЛJiется ли / фокусирующей, рассеивающей или плоской 

кривой, но более интересный случай имеет место тогда, когда q Е 1 и / -
фокусирующая. Рассмотрим детально последний случай; предыдущие слу­

чаи аналогичны. 

Пусть / опредеЛJiется формулой у = f(x), х Е [О, а], f(x) ~ О в ор­
тогональной системе координат (х, у), f(O) = О, f"(x) > О, (О, О) = q, 
и ДЛJI q Е /, q = (t,f(t)), О :( t :( а. Пусть r - параметр длины дуги/, 
начинающейся в q. Для каждого r =/=-О положим ep(r) - единственный угол 
такой, что q1 = q1 ( r, ер) = q, ер < 7Г /2, и определим ер = 7Г /2 + ep(r). 

Очевидно, доказательство того, что Sc(7J.,1) = {(r,ep(r)),O :( rl1l}U 
U(O, -n /2) явЛJiется дугой класса ct-1, эквивалентно доказательству того 
же ДЛJI Сь = {(t,ep(t)),O < t :(а} U (0,0). ep(t) = o:(t) - f3(t), где o:(t) 
и /З(t) - углы, образованные осью х и касательной линией к 1 в точке q 
и линией qq. Следовательно, при О < t :( а имеем 

ep(t) = arctgf'(t) - arctg f~t). 

Наконец, если мы определим ер(О) = О, так как f' Е ct-1 ([0, а]), 
то ер Е ct-1 ([0, а]), и Сь ЯВЛJiется замкнутой дугой класса ct-1 . 

Теперь рассмотрим множество Вь. Как и в предыдущем случае, Sь во­
обще явЛJiется некомпактным и, кроме того, может содержать конечное 

число изолированных точек. Для доказательства нашего утверждения до­

статочно рассмотреть два участка границы /, 11 , удовлетворяющих следу­

ющему условию: каждой точке q Е 1 соответствует единственное значе­
ние ep(q) такое, что луч L(q, ер) касается 11 в точке q1 = q1 (q, ер). 

Пусть (x(r), y(r)), (x1(r1), y1(r1)) - параметризации, соответствую­
щие длине дуги участков границы /, 1 1 , где а < r < Ь, с < r 1 < d. Ес­
ли q = (x(r0),y(r0)),q1 = (x1(r1),y1(r1)), то 

d t (
x1(r1) - x(r0

) Y1(r1) -y(r0
)) _ D( о 1) _ 0 е , ( 1) , ( 1) - r , r - . 

Х1 r У1 r 
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В соответствии с теоремой о неявной функции, в некоторой окрестно­

сти и точки r 0 существует функция r1 = r1 ( r) класса гладкости cr такая, 
что r 1 (r0 ) = r 1 и D(r, r 1 (r)) =О при всех r Е И, если 8'D (r0 , r 1) =f. О. Это 

r1 
условие имеет место, так как (см. упражнение 9.31) 

дD ( о 1) _ d t (х1 (r1) - x(r0
) У1 (r1) - y(r0

)) 

д r , r - е "( 1) "( 1) . r1 Х1 r У1 r 
(9.23) 

Отсюда немедленно следует, что если 'У и 'Yl - две непересекающиеся кри­

вые границы, то множество Sь является замкнутой дугой класса гладко­
сти cR-l. 

Для завершения доказательства остается рассмотреть случай двух до­

статочно малых пересекающихся кривых, имеющих одну общую концевую 
точку w. 

Рассмотрим ортогональную систему координат (х, у). Кривые грани­
цы "fi, 'У являются графиками функций класса 0 3 : у= g(x) ::::; О, Ь < х::::; О, 
и у= f(x) ;;;:: О, х Е J, соответственно (О - одна из граничных точек интер­
вала I с IR). Они имеют общую точку w = (О, О), то есть f (О) = g(O) = О. 
"(1 - рассеивающая кривая, касающаяся оси х: g'(O) = О и g"(x) < О. 
Очевидно, мы должны отдельно рассмотреть случаи, когда функция f(x) 
определена при х::::; О их;;;:: О. 

Рассмотрим функцию F(t,u) = f(t) - g(u) - g'(u)(t- и). Она отно­
сится к классу cR-l и F(O, О)= О. Если биллиардная траектория, покидаю­
щая 'У в точке (t, f(t)) под углом cp(t), касается кривой 'Yl в точке (и, g(u)), 
то F(t, и) = О. Регулярность дуги (t, cp(t)), t Е J, множества Sь, опре­
деляемого такими траекториями, зависит от регулярности неявной функ­

ции и= u(t). Действительно, для каждого и определено t Е J, и, так как 
эти функции взаимообратны, то t( и), u(t) имеют один и тот же класс глад­
кости. Регулярность cp(t) будет детально обоснована после изучения регу­
лярности u(t). 

Функция класса 0 1 и=и(t), удовлетворяющая уравнению F(t, u(t)) =0 
в окрестности точки (О, О), существует, согласно теореме о неявной функ-

ции, если ~~ = Fи =f. О при всех (t, и) =f. (О, О), и существует предел 

(равный оо) производной и'(t) = -:: (t, u(t)) при t---; О и F(t, и)= О. Мы 
имеем 

Ft = f'(t) - g'(u): = h(t). 
Fи g"(u)(u - t) 
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Тогда Fи отлично от нуля, если и-=/:- t (g"(u) <О, так как наши рассеи­
вающие кривые не могут иметь нулевую кривизну). Предел h(t), очевидно, 
существует(= оо), если 1'(0) -=/:- g'(O) = О. Таким образом, мы должны 
рассмотреть только случай f'(O) = g'(O) =О. 

Внутренний угол может бьпь нулем или 7Г. Если он равен нулю, то Го 

может бьпь плоской или рассеивающей, так как предположение А4 в § 2.4 
не допускает каспов, которые образовывались бы фокусирующей и рассе­

ивающей дугами (на самом деле, насколько нам известно, этот тип каспа 

еще не изучался). В этом случае у= 1(х) ~О, -а< х:::; О. 
Если внутренний угол равен 7Г и Г 0 является плоской или рассеиваю­

щей кривой, то 'У, 'Yl не видят друг друга. Наконец, мы должны рассмотреть 
случай с внутренним углом, равным 7Г, и фокусирующей 'У. Мы рассмотрим 

этот случай в деталях; два других заслуживают аналогичного разбора. 

Кривая 'У является графиком функции у= 1(х) ~О, О:::; х <а. Пусть 

t 2 tз и2 из 
l(t) = А2 +1111

6 , g(и) = в2 + g111

6 , А> О, В< О, где 1111
, g111 обо-

значают третьи производные функций 1 и g в некоторых точках О:::; t 1 :::; t, 
и :::; и~ :::; О соответственно. Также рассмотрим квадратичные аппроксима­
ции обеих функций l*(t) = At2 /2, g*(u) = Ви2/2. Пусть u*(t) -решение 
уравнения F*(t, и)= l*(t) - g*(u) - g~(u)(t - и) и 

l~(t) - g~(u*) = h (t) (если 1(х) =О и h*(t) = -2). 
g~ (и*) (и* - t) * 

Еще раз вспомним, что h*(t) = -u~(t), t > О. Тогда u(t) будет 
сt- 1 -гладкой в t =о, если мы докажем, что сt-1-гладкой является h*(t), 
и h(t) - h*(t) ____,О при t ____,О. Мы имеем 

h(t) - h*(t) = 

Bt(A-B)(u-u*)+~g111u[Bu(t-u*)-(u-t)(At-Bu*)]+~B1111 t2 [u*-t] 

В( u*-t) (B+g111u) ( u-t) 

Во-первых, обратим внимание на слагаемые числителя, не содержа­

щие и - и*. Каждое из них включает произведение трех бесконечно ма­

лых величин. Так как t - и, t - и* (множители в знаменателе) больше, 

чем t, -и, -и* (все они стремятся к нулю при стремлении к нулю t), то мы 
получаем, что эта часть выражения стремится к нулю. С другой стороны, 

вычисление разницы F(t, и) - F*(t, и*) дает 

~1111 t2 (-2t/3 +и) - ~g111и2 (-2и/3 + t) 
B[t - (и+ и*)/2] 
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Используя рассуждение выше, можно прийти к выводу, что часть вы­

ражения, содержащая множитель t(u - и*), стремится к нулю. Таким обра­
зом, мы доказали, что h(t) - h*(t) стремится к нулю при t---+ О. Теперь мы 
только должны вычислить 

h*(t) = At - Ви* (А - B)t 
B(u*-t) =-l+ B(u*-t). 

После некоторых дополнительных громоздких преобразований мы получаем 

t _ Ви* + Jв2и; -Ави; t 
- А ' и* -t 

B-vB2 -AB 

A-B+vB2 -AB 

(Заметим, что это значение отлично от нуля и оо, так как -В, А> О.) Это 

завершает доказательство реrулярности u(t). 
Далее, в рассматриваемом нами случае 1.p(t) = -л/2 + arctgf'(t) -

- arctg g' (и). Следовательно, 

/ f"(t) 
i.p (t) = 1 + [f'(t)]2 

g" ( и)и' (t) 
1 + [g'(t)] 2 . 

Предел этого выражения при t ---+ О существует и равен (в этой конфигура­

ции он отличен от нуля) 

А+ Bh*(O) =(А- В) (1- В+ уВ2 -АВ ) . 
А-В-уВ2 -АВ 

Это завершает доказательство. • 
УПРАЖНЕНИЕ 9.31. Проверьте формулу (9.23) и докажите, что опре­

делитель =f О. Указание: (x~(r1 ), y~(r1 )) ортогонально (х~ (r1 ), у~ (r1
) ). 

ЗАМЕЧАНИЕ 9.32. В теореме 6.1 книги [KS86, часть V] доказано, что для бо­
лее общего класса биллиардных столов, имеющих фокусирующие и рассеивающие 

участки границы, кривизна которых может принимать нулевое значение, множе­

ство S1 является объединением конечного числа дуг (не обязательно замкнутых) 
и замкнутых кривых, каждая из которых принадлежит классу ct-i и имеет конеч­
ную длину, а также конечного числа изолированных точек. Наша теорема, хотя она 

и имеет несколько более ограничительные условия, устанавливает немного боль­
шее: сt- 1 -гладкость замыканий гладких компонент S1. 
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9.9. Приложение теории Песина и Катка-Стрельцина 

Здесь мы вернемся к общему случаю гладких отображений с особен­

ностями, введенному в§ 3.1 и использованному снова в 9.2. 
Напомним(§ 3.1), что точка р Е М гиперболическая, если ее показа­

тели Ляпунова существуют и ни один из них не равен нулю; в этом случае 

'ТрМ = в; Е!Э Е~, где 

(9.24) 

Если показатели Ляпунова лежат вне интервала (-Л, Л), то мы можем 
сделать вывод (см. упражнение 3.5), что для любого с > О существу­

ет К(р, с) >О такое, что для любого п ~ 1 

//DpFnv// ::( К(р, c)e-n(Л-e)l/vll 

llDvF-nvll ::( К(р, Е )е-п(Л-е) llvl! 
'r/v Ев;, 

'r/v Ев;. 

(9.25) 

(9.26) 

Для неравномерно гиперболических отображений (см. § 3.1) констан­

та К(р,Е) зависит от точки р. Заметим, что, когда К(р,с) велико, эффект 
сжатия устойчивых векторов и растяжения неустойчивых векторов может 

быть обнаружен только при достаточно больших п. Таким образом, сжатие 

и растяжения являются лишь асимптотическими и для произвольно боль­

ших периодов времени могут все еще не наблюдаться. Более того, устойчи­
вые вектора могут временно растягиваться под действием DpFn. Все это 
очень характерно для неравномерно гиперболических систем. 

УПРАЖНЕНИЕ 9.33. Сравните предыдущий анализ с поведением 

длинных траекторий, скользящих вдоль дуг окружностей или между па­

раллельными линиями в стадионе Бунимовича. Указание: используйте ре­

зультаты§ 8.7. 

Систематическое изучение неравномерно гиперболических диффео­

морфизмов с абсолютно непрерывными инвариантными мерами было пред­

принято Песиным в середине семидесятых [Pes76,Pes77a,BP01]. В 1980-х 
теория Песина бьmа развита для более общего случая неравномерно гипер­

болических отображений Ледраппиером, Катком, Руэлем, Янгом и другими. 

Мы последуем за исследованиями Катка и Стрельцина [KS86], охватываю­
щими широкий класс неравномерно гиперболических отображений с осо­

бенностями. 

Пусть F - гладкое отображение с особенностями, определенное 

в § 9.2. Дополнительно потребуем, чтобы класс гладкости отображения F 
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составлял по крайней мере r ~ 2, и чтобы оно удовлетворяло условиям 
теоремы Оселедеца (теорема 3.1). 

Пусть d(x, у) - риманово расстояние между точками на М и d(x, S) 
обозначает расстояние от х ЕМ до множества особенностей S. 

Для х Е N обозначим экспоненциальное отображение ехрх: 'Т,,N ---+ N 
(оно определяется как expx(v) = 'Y(x,v,l), где 'Y(x,v,t) - геодезиче­
ская на N, удовлетворяющая условиям 'У(х, v, О) = х и ')t(x, v, О) = v). 
Пусть R(x, N) - радиус инъективности отображения ехрх: 'Т,,N ---+ N; 
то есть R(x, N) = sup{r: ехрх биективно на шаре Br(O) С 'Т,,N}. 
Отображение ехрх определено и биективно на шаре Br(x,N) (О) С 'Тг,N, 
где r(x, N) = min{R(x, N), d(x, S)}. 

Определим F0 x = expj;(x) oF о ехрх. Это удобный способ представ­
ления F в линейной системе координат вблизи точки х. Это отображение 
определено в окрестности О Е 'Т,,N. 

Теперь мы сделаем два дополнительных предположения, следуя Катку 

и Стрельцину [KS86]. 

KCl: Существуют константы С1 >О и а> О такие, что для любого с:> О 
µ-мера с-окрестности (в римановой метрике) множества S удовлетво-
ряет условию 

то есть мера µ не скапливается в слишком большом количестве 

в окрестности особого множества S. 

КС2: Существуют константы С2 > О и Ь > О такие, что для каждого х Е N 
и v Е 'Т,,N, llvll ~ r(x, N), мы имеем 

то есть вторая производная F~~ не растет слишком быстро вблизи мно­
жества особенностей S. 

УПРАЖНЕНИЕ 9.34. Пусть N" = {х Е N: d(fn(x),S) > с(х)\пJ-" 
для некоторого с(х) > О и всех О =1- n Е Z}. Покажите, что µJNк) = 1 
при некотором к > О. Указание: заметим, что множество N;,n: 
= {d(fn(x),S) < Jп\-"} совпадает с р-п(И1п1-к(S)); следовательно, 

µ(N;,п) = µ(И1п1-"(S)). Теперь положим к = 2/а и используем (KCl) 
для доказательства того, что Ln µ(N;,n) < +оо. Заметим, ЧТ?_, N" состоит 
из точек, принадлежащих только конечному числу множеств N;,n. 
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Для оценки энтропии из приведенных выше условий Каток и Стрель­

цин использовали следующее дополнительное предположение. 

КСЗ: Существуют константы 0 3 >О и d ~ 1 такие, что для каждого х Е N 

Наша главная цель состоит в проверке того, что отображение столкно­

вений :F: М -+ М удовлетворяет всем этим трем предположениям Катка­

Стрельцина (КС1)-(КС3). Определенные шаги оставлены читателю в каче­

стве упражнений. 

УПРАЖНЕНИЕ 9.35. Проверьте, что отображение столкновений :F яв­
ляется гладким отображением с особенностями; в частности, N = М \ S 1 = 
= intM \S1. 

УПРАЖНЕНИЕ 9.36. Докажите, что :F: М \ S1 -+ М \ S_1 удовле­
творяет предположению (КС1). Указание: воспользуйтесь теоремой 9.29, 
а также заметьте, что плотность cos ер меры µ относительно меры Лебега 
ограничена. 

УПРАЖНЕНИЕ 9.37. Пусть (x(r), y(r)) и (х1 (r1), у1 (r1)) параметризо­
ваны длиной дуги участков границы 'У и "(1 , где а< r < Ь, с< r1 < d, как 
в доказательстве теоремы 9.29 (о регулярности S9 ), и 

Докажите, что 

и 

дт [х1 (r1)-x(r)][x~ (r1)дri/дr-x'(r)]+[y(r1)-y(r)J[y~ (r1)дrJдr-y'(r)J 

дr т 

Указание: используйте повторно формулу (2.26). 

УПРАЖНЕНИЕ 9.38. Покажите, что для каждого х Е М \ S 1 имеют 
место следующие оценки: 

l\Dx:Fll ~ ~ и \JD;FJ\ ~ -.!!f-, 
cos 'Pl cos 'Pl 
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где .F(x) = (r1, 'Pi) и а1 , а2 >О -константы. Указание: используйте (2.26). 
Для второй оценки возьмите производную от ее членов, используйте ре­

зультаты предыдущих упражнений и используйте тот факт, что граница д'D 

относится к классу С3 . 

Теорема 9.39. Отображение столкновений F: М \ S 1 --+ М \ S-1 
удовлетворяет предположениям (КСl)-(КСЗ). 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Тот факт, что отображение F является гладким 
отображением с особенностями, был доказан в упражнении 9.35. с<:- 1 -глад­
кость бьша установлена в теореме 2.33. Гипотезы теоремы Оселедеца бьши 
проверены в теореме 3.6. Предположение (KCl) было доказано в упражне­
нии 9.36. 

Остается оценить скорость роста первой и второй производных F. Они 
бьши явно вычислены в теореме 7.2 книги [КS86, часть V]. Согласно ре­
зультатам упражнений 9.37 и 9.38, достаточно доказать, что costp1 (x) ~ 
~ Ь d(x, S1 ), где Ь > О - константа, для каждого х Е М \ S1 . Мы не будем 
приводить все детали доказательства, но сделаем следующие структурные 

наблюдения. 

(а) Так как .F: M\S1 --+ M\S_ 1 является гомеоморфным вложением, 
то для любого компактного множества С С М \ S1 существует положитель­
ное число Ьс такое, что для каждого х Е С cos rp1 (х) ~ Ьс d(x, S1). 

(б) Так как S1 - компакт (теорема 9.29), то достаточно доказать, что 
для каждой точки Р = (q, 'Р) Е S1 существуют окрестность И(Р) и чис­
ло Ь р такие, что 

(9.27) 

для каждого х Е И(Р) n (М \ S 1 ). Это неравенство не является очевидным 
только в случае 

inf{ cos rp1 (x): х Е И(Р) n (М \ S1)} =О. (9.28) 

(в) Достаточно найти все конфигурации, для которых имеет ме­

сто (9.28), и доказать для них (9.27). Следующие три случая исчерпывают 
все возможности, при которых имеет место (9.28) (в последних двух случа­
ях мы рассматриваем только такие точки Р, что биллиардные траектории, 

идущие из"(\ {q} в 1 1 \ {q}, существуют): 

(i) q принадлежит фокусирующему участку и 'Р = ±?Т /2; 

(ii) q является общей точкой двух замкнутых кривых 1, 1 1 С д'D; 
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(iii) q является концевой точкой замкнутой .t<ривой 'У с av, а q является 
КОНЦеВОЙ ТОЧКОЙ другой замкнутой l<рИ:ВОЙ /1 С 8V, не пересекаю­
щейся с 'У, и линия qq является касательной к 11 в точке q. 

(г) Принимая во внимание выпуклость и взаимное расположение 'У 

и 11 , можно выделить 36 различных случаев, которые приведены в [KS86, 
часть V, раздел 8]. 

(д) Мы не будем приводить в деталях полностью геометрические 

(и элементарные) доказательства (9.27) для каждого из этих случаев. Они 
следуют линии доказательства теоремы 9.29. Мы всего лишь заметим, 
что наши биллиардные столы удовлетворяют гипотезам предложения 7 .1 
и лемм 7.3 и 7.4 книги [КS86, часть VJ, которые используются в этом дока­
зательстве. • 

9.10. Инвариантные многообразия и абсолютная 
непрерывность 

Части I и II книги [KS86] посвящены доказательству существования 
инвариантных многообразий и их абсолютной непрерывности для гипер­

болических систем, удовлетворяющих всем предположениям предыдущего 

раздела, за исключением (КСЗ). Поэтому можно сделать вывод, что ана­

логичные свойства имеют место для наших гиперболических биллиардных 

систем. 

В этом разделе мы продолжим работу с гладкими отображениями 

с особенностями, удовлетворяющими всем предположениям, сформулиро­

ванным в предыдущем разделе; мы также предположим, что множество ги­

перболических точек имеет положительную меру. В каждой точке х Е 'E(F) 
мы имеем обычные подпространства Е~ и Е~, определенные в (9.24), 
и пусть 

и 

- наименьшие (в абсолютном значении) положительный и отрицательный 

показатели соответственно. Наше отображение столкновений :F удовлетво­
ряет всем этим предположениям, и, более того, Л - ( х) = - Л + ( х) согласно 
лемме 3.9. 

Следующая теорема является на самом деле обобщением наших более 

ранних условий (9.25) и (9.26); ер. также упражнение 3.5. 
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Теорема 9.40. Для с: > О существует измеримая функция С(х, с:) 
на L;(F) такая, что для каждого х Е E(F), п;;:: 1 и т Е Z 

llDF"'xFnvll:::;:: C(x,c:)eл-(x)n+t:n+t:lmlllvll Vv ЕЕ~, 

llDFmxFnvll ;;:: с- 1 (х, c:)eл+(x)n-t:n-t:lml \\v\\ V v ЕЕ~, 

и угол "f(Fmx) между E'Fmx и EP,mx удовлетворяет условию 

Следующая теорема касается устойчивых и неустойчивых многообра-

зий. 

Теорема 9.41. Почти для всех х Е E(F) относительно мерыµ су­
ществует д(х) Е (О, r(x, N)) такое, что для любого сколь угодно мало­
го с: > О множество 

Ws(x) ={у Е ехрхд5(х)(О): limsup~logdist(Fn(x),Fп(y)):::;;Л-(x)+c:} 
n->oo n 

является дифференцируемым (устойчивым) многообразием класса ст. 

Аналогично, 

является дифференцируемым (неустойчивым) многообразием ст. Мы так-

же имеем 

Заметим, что устойчивое и неустойчивое многообразия в х трансвер­

сальны; то есть они пересекаются лишь в одной точке х и угол между 

ними положительный. Заметим также, ЧТО W 8 (x) и wи(х) существуют по­
чти всюду, но не обязательно всюду, на E(F). Их существование является 
важным пунктом, поэтому мы рассмотрим еще некоторые детали. Эти мно­

гообразия не существуют в точках х Е E(F), траектории которых прибли­
жаются к особому множеству S слишком быстро. Более конкретно, если 

для некоторого (3 < е-Лт(х)(х) 

и для некоторой бесконечной последовательности nk --+ оо, то W 8 (x) 
не может существовать. Действительно, если бы оно существовало, то под 
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действием итераций F оно должно бьmо бы сжиматься слишком мед­
ленно и, таким образом, рано или поздно оно добралось бы до мно­

жества S; то есть для некоторого nk > О мы должны были бы иметь 
рпk (Ws(x)) n S =/= 125, что невозможно по определению W 8(x), приведен­
ному в предыдущей теореме. 

К счастью, наше предположение (КСl) гарантирует, что почти для каж­

дой точки х Е N существуют с( х) > О и к > О такие, что 

для всех О =/= п Е Z (см. упражнение 9.34). Этот факт, в свою очередь, 
может быть использован для обоснования существования W 8 (x) и wи(х) 
и даже для оценки их размера, мы же опустим дальнейшие детали. 

9.10.1. Абсолютная непрерывность 

Определим отображение голономии как в (Н6) раздела 6.3 (см. также 
раздел 5.7). Часть П книги [KS86] посвящена доказательству следующего 
факта. 

Теорема 9.42. Для любого измеримого множества А С V}, такого, 
что m 1 (A) =О, мы имеем m2(h(A)) =О, где mi, i = 1,2, обозначает 
меру Лебега на Vi. 

Теоремы 9.41 и 9.42 соответствуют результатам разделов 4.11 и 5.8 
для рассеивающих биллиардов и результатам разделов 8.10 и 8.13 для ста­
дионов Бунимовича. Общие теоремы, представленные здесь, менее точные, 

чем наши ранние результаты для более конкретных биллиардов, но их до­

статочно для следующего раздела. 

9.11. Доказательство эргодичности с помощью 
«регулярных накрытий» 

В главе 6 мы доказали эргодичность для рассеивающих биллиардов, 
используя оригинальный метод Синая (датируемый 1970 годом). В главе 8 
мы применили его снова к биллиардам Бунимовича, но с ограниченным 

успехом. Ограничения данного подхода обсуждались во введении к главе 6 
и в разделе 8.15. Здесь мы представим более свежую и более мощную схему 
для доказательства эргодичности (основанную на построении «регулярных 

накрытий»), развитую также Синаем и его школой в середине 1980-х. Мы 
уже описали различные аспекты обоих методов в главе 6 и разделе 8.15. 
Здесь мы представим более формальное изложение. 
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9.11.1. Предположения 

Вернемся к гладкому отображению с особенностями общего вида, оп­

ределенному в§ 3.1ииспользованномув§9.2. Пусть F: N---+ М - такое 

отображение, и пусть F удовлетворяет всем условиям Катка- Стрельцина 
(см. § 9.9). Так как предполагается применить этот метод к отображению 
столкновений F, можно предположить, что М = 2; это позволит нам упро­
стить некоторые технические условия. 

Наделим М невырожденной римановой метрикой 11·11 и предположим, 
что инвариантная мера µ является абсолютно непрерывной относитель­
но меры Лебега на М и имеет ограниченную плотность, положительную 
на int М. Наконец, пусть отображение F гиперболическое (но не обяза­
тельно равномерно гиперболическое), то есть µ(E(F)) = 1. 

Наша главная цель заключается в том, чтобы описать достаточные 

условия, при которых F является эргодическим. Мы не будем доказы­

вать эргодичность непосредственно, так как эта часть чрезвычайно сложна; 

читателю будет предложено обратиться к другим источникам для изуче­

ния этой части. Заметим только, что эргодичность не следует каким бы 

то ни было образом из гиперболичности: область Песина Е ( F) разлагается 
лишь на конечное или счетное количество эргодических компонент Ei по­
ложительной меры. Множества Ei могут быть довольно сложными и очень 
нерегулярными [KS86, раздел 13 в части II]. 

Обычно используемая схема доказательства эргодичности включает 
два основных этапа. На первом этапе устанавливается <<Локальная эргодич­

ность»; то есть здесь необходимо показать, что для некоторых типичных то­

чек х ЕМ существует окрестность Ux с М, которая целиком (mod О) ле­
жит в одной эргодической компоненте. На втором требуется проверить, что 

эти типичные точки покрывают линейно связное множество полной меры 

(откуда после простых рассуждений следует «глобальная эргодичность»). 
Эта стратегия бьша применена в разделах 6.5 и 6.6 соответственно, где мы 
доказали эргодичность рассеивающих биллиардов. 

Начнем с локальной эргодичности, обычно наиболее сложного пунк­

та из двух. На самом деле мы приведем два набора достаточных условий 

для локальной эргодичности. Один разработан Синаем и Черновым [SC87], 
хорошо описан в [KSS90] и обобщен Черновым в [Ch93]. Второй на­
бор является аналогом первого, приспособленным Ливерани и Войтков­
ским [LW95] к симплектическим отображениям (которые, конечно, включа­
ют все биллиарды). Каждая из этих двух версий «локальной эргодической 

теоремы» имеет определенные преимущества, поэтому мы приведем оба 

варианта. 
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Доказательство локальной эргодичности в предположении любого 

из наборов достаточных условий является очень сложным (здесь в игру 

вступают «регулярные накрытия») и выходит за рамки этой книги. 

9.11.2. Локальная эргодичность (версия Синая - Чернова) 

Мы сформулируем локальную эргодическую теорему в ее современ­

ной, наиболее общей форме, следуя [Ch93]. Так как отображение F гипер­
болическое, то существуют одномерные устойчивые и неустойчивые про­

странства, Е~ и Е'; соответственно, почти в каждой точке х Е М. 

Определение 9.43. Точках Е N называется и-типичной, если для лю­
бого А > 1 существует п ;;::: 1 и окрестность Их точки х такие, что для лю­
бого у Е Их 

(где пространство в; существует). Аналогично, в-типичные точки опреде­

ляются путем замены рп нар-пи в; на Е~. 

Определение 9.44. Точка х Е N называется СЧ-достаточной, если 

существуют В > 1 и два целых п < m такие, что pn ( х) определено, 
и существует окрестность И точки pn ( х) такая, что для любой точки у Е И 
мы имеем 

(там, где пространства в; и Е~ существуют). 

Теперь перечислим набор достаточных условий эргодичности. 

СЧl: (Растяжение) Неустойчивые (устойчивые) вектора растягиваются 

(соответственно сжимаются) монотонно1 : llDxF(u)I/ ;;<: llиll для всех 
и ЕЕ'; и llDxF- 1 (и)ll ;;<: llиll для всех и ЕЕ~. 

СЧ2: (Непрерывность) Семейства устойчивых и неустойчивых подпро­

странств Е~ и Е'; непрерывны на своих областях. Более того, пре­
дельные пространства limy--+x в; и limy--+x Е~ всегда трансверсальны 
друг другу в каждой СЧ-достаточной точке х, даже если Е'; или Е~ 

не существуют. 

1 Метрика, в которой это свойство имеет место, называется адаптивной, или метрикой 
Ляпунова. Мы построили адаптивную метрику для рассеивающих биллиардов в§ 5.10. 
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СЧЗ: (Регулярность) Для любого n -=/=- О множество Sn является конеч­
ным2 объединением гладких кривых, которые могут пересекаться толь­
ко в концевых точках. Кривизна всех кривых в Sn ограничена констан­
той Сп< 00. 

СЧ4: (Двойные особенности) Для любого n ~ 1 пересечение Sп n S-п 
является конечным3 множеством. 

СЧ5: (Трансверсальность) Почти в каждой точке х Е S 1 подпростран­

ство Е~ определено и трансверсально S1 , и почти в каждой точ­

ке х Е S_1 подпространство Е~ определено и трансверсально S_1. 

СЧ6: (Толщина окрестностей особенностей) Для любого б > О поло­

жим Иб - 8-окрестность множества S1 U S_ 1; тогда µ(ИБ) ::;:; const · 8. 

СЧ7: (Анзац) Почти каждая точка S_ 1 (относительно лебеговой длины 

на ней) является и-типичной, и почти каждая точка S 1 является s-ти­
пичной. 

Теорема 9.45 (локальная эргодическая теорема [Ch93]). При дан­
ных условиях каждая СЧ-достаточная точка х Е М имеет открытую 

окрестность Их, которая целиком (mod О) лежит в одной эргодической 
компоненте. 

Первая версия теоремы [SC87, KSS90] предполагала условие более 
строгое, чем (СЧ5) (правильное расположение; см. (ЛВ4) ниже). Позже 

оно бьшо ослаблено Черновым [Ch93]. 
Заметим также, что предположение о кривизне в СЧЗ бьшо пропу­

щено во всех этих работах; на его необходимость бьшо указано недавно 

в [BCST02]. 

9.11.3. Локальная эрrодичность (версия Ливерани-Войтковского) 

Мотивированные приложениями в гамильтоновой механике (которые 

включают биллиарды, но не ограничиваются ими), Ливерани и Войтков­

ский адаптировали локальную эргодическую теорему для симплектических 

отображений. В двумерном случае, рассматриваемом здесь, симплектич­

ность F, по существу, эквивалентна абсолютной непрерывностиµ, что мы 
уже предположили. 

2Мы можем предположить, что Sn является счетным объединением rnадких кривых, 
но они должны аккумулироватъся в конечном числе точек на М. 

3Мы можем предположить, что пересечение Sn n S-n счетно, но имеет конечное число 
предельных точек. 
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Локальная эргодическая теорема Ливерани и Войтковского требует бо­

лее ограничительных предположений относительно отображения F, чем 
теорема в § 3.1 (и в § 9.2). Мы должны предположить, что существует два 
конечных разбиения М 

м = вt u ... u в: = в-1 u ... n в;, 

где В"/: являются компактными множествами, int В"/: связно и плотно в В"/: 
и границы дВ"/: состоят их конечного числа компактных гладких кри­
вых, кото~ые могут пересекаться только в своих концевых точках. Мно­

жества Bi играют роль «строительных блоков» (или «боксов»). 
Теперь предположим, что отображение F определено независимо 

на каждой области вt, 1 ~ i ~ r, таким образом, что F является диф­
феоморфизмом класса cr (r ~ 2) внутренности Bt на внутренность Bi 
и гомеоморфизмом вt на Bi. 

Заметим, что множества N = UiintBt и F(N) = Uiintвi- откры­
ты и плотны в М. Предположим, что на каждой связной компоненте N 
отображение F может быть продолжено по непрерывности на границу дN, 
а на каждой связной компоненте F(N) обратное отображение р-1 может 
быть продолжено по непрерывности на границу дF(N). Так как грани­
цы вt могут иметь общие точки, то функция F может быть многозначной 
наuiдвt. 

Гиперболичность должна быть обеспечена наличием поля неустойчи­

вых конусов {С}, инвариантного и в конечном счете строго инвариантно­
го (§ 3.13). Предположим, что конусы {Cz} определены на внутренности 
каждого «бокса» вt. Пусть Xz, Yz - единичные векторы, образующие 
грани Cz, то есть 

Cz ={и Е Т,,М: и= aXz +bYz, аЬ ~О} 

(здесь а, Ь играют роли координат вектора и). Для каждого конуса Cz 
существует ассоциированная квадратичная форма, задаваемая Q z (и) = 
= A(Xz, Yz) аЬ, где A(Xz, Yz) - площадь параллелограмма, натянутого 
на Xz и Yz. Величина 

Qpnz(DzFnu) 
Qz(u) 

есть мера растяжения внутренней части неустойчивого конуса под действи­

ем DzFn. Аналогично, мы можем определить а для p-l путем замены Cz 
на его дополнение. 



9.11. ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ЭРГОДИЧНОСТИ 407 

Определение 9.46. Точка z Е М называется ЛВ-достаточной, если 
существует п > О такое, что z ф_ Sn n S_n и либо CJ(DzFn) > 3, ли­
бо CJ(DzF-n) > 3. 

Так как семейство конусов {С} в конечном счете строго инвариантно, 
то множество достаточных точек М имеет µ-полную меру [LW95, §7F]. 

Для применения локальной эргодической теоремы мы должны прове­

рить следующие условия. 

ЛВl: (Свойство несжимания) Существует константа р > О такая, что для 
каждого п ;;?: 1, каждой точки z Е M\Sn и вектора и Е Cz мы имеем 
llDzFnujj ;;?: pllu!I. 

ЛВ2: (Непрерывность) Ограничение С на внутренность каждого бокса Bt 
непрерывно4 • 

ЛВЗ: (Регулярность) Для любого п =f. О множество Sn является конечным 
объединением гладких компактных кривых, которые могут пересекать­

ся только в концевых точках. Кривизна всех кривых в Sn ограничена 
константой Сп < оо. 

ЛВ4: (Правильное расположение) Касательное пространство к $_ 1 в про­

извольной точке z Е S_1 содержится строго в C(z), и касательное 
пространство к S 1 в произвольной точке z Е S 1 содержится строго 

в дополняющем конусе C'(z). 

ЛВ5: (Анзац) Почти для каждой точки z Е S1 (относительно меры Лебега 

на S') имеем limп-.oo CJ(DzF-n) = оо. Аналогично, почти для каждой 
точки z Е S_1 имеем limп-.oo CJ(DzFn) = оо. 

Теорема 9.47 (локальная эргодическая теорема [LW95]). В данных 
условиях каждая ЛВ-достаточная точка х в боксе вt имеет открытую 
окрестность Их в Bt, целиком лежащую (mod О) в одной эргодической 
компоненте. 

9.11.4. Сравнение 

Теорема Ливерани - Войтковского (ЛВ) использует гиперболичность 
через существование инвариантного семейства конусов, в то время как 

4Оказывается, что это условие можно ослабить [DММОб]: достаточно предположить, что 
каждый бокс вt может быть разложен на счетное число подбоксов таких, что ограничение С 
на внутренность каждого подбокса непрерывно. 
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теорема Синая-Чернова (СЧ) работает непосредственно с устойчивыми 

и неустойчивыми подпространствами (это, возможно, несущественное от­

личие отражает вкус авторов). 

Что более важно, СЧ-теорема требует монотонного растяжения и сжа­

тия (СЧS), в то время как ЛВ-стратегия использует менее ограничительные 

условия несжимания (ЛВl). 

С другой стороны, ЛВ-теорема накладывает более строгие требования 

на особенности отображения F, которые должны представлять собой ко­
нечное объединение очень регулярных кривых. СЧ-теорема допускает ме­

нее регулярные множества особенностей, возможно, со счетным числом 

кривых (мы видели такие отображения в§ 4.10, изучая рассеивающие бил­
лиарды категории В). Вот почему СЧ-теорема вынуждена делать допол­

нительные предположения (СЧ4), (СЧS) и (СЧ6), которые в окружении 
ЛВ-условий являются лишними; они просто следуют из них. 

Кроме того, (СЧS) является более слабым свойством, чем (ЛВ4); 

усовершенствование СЧ-теоремы бьшо сделано в [Ch93]. И определение 
СЧ-достаточности требует только некоторого растяжения вдоль траекто­

рии точки, в то время как ЛВ-достаточность требует, чтобы коэффициент 

растяжения был> 3. 

9.11.5. Глобальная эргодичность 

Предположим, что локальная эргодическая теорема (в обоих вариан­

тах) доказана. Это означает, грубо говоря, что эргодические компоненты I;i 
отображения F являются (mod О) объединениями открытых шаров, опи­
санных вокруг достаточных точек. Теперь мы сделаем наше последнее 

предположение. 

Гl: (Изобилие достаточных точек) Множество G С М достаточных точек 
является линейно связным и имеет полную меру. 

Вид достаточности (СЧ или ЛВ) должен соответствовать виду локаль­

ной эргодической теоремы, применяемой к данному отображению F. 

Теорема 9.48 (глобальная эргодическая теорема). В данных услови­
ях отображение F эргодическое. 

Доказательство почти идентично доказательству предложения 6.19, по­
этому мы предоставим его читателю в качестве упражнения. 

После доказательства эргодичности можно обратиться к перемеши­
ванию и свойству Бернулли. Согласно общей теореме об эргодическом 

разложении (см. § 6.7), каждая эргодическая компонента I;i может быть 



9.11. ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ЭРГОДИЧНОСТИ 409 

разбита на конечное число непересекающихся измеримых множеств Ei,j, 
1 ~ j ~ k таким образом, что F(Ei,j) = Ei,jн, где 1 ~ j < Ji 
и F(Ei,JJ = Ei,1, а отображение pJ;, ограниченное на Ei,j• является К-пе­
ремешивающим при каждом 1 ~ j ~ Ji. 

Итак, достаточно проверить, что pn является эргодическим при каж­
дом n ~ 1, чтобы сделать вывод о том, что F является К-перемешивающим. 
Тогда из общих результатов Чернова и Хаскелла [СН96] и Орнштейна 
и Вейса [OW98] будет следовать, что F обладает свойством Бернулли. 

9.11.6. Приложения 

Первая попытка выполнить описанную программу бьmа сделана 

в [Sz92], где отстаивалась та точка зрения, что все фокусирующие бил­
лиарды, удовлетворяющие условию Войтковского (9.11), являются эргоди­
ческими. Маркарян [Mar93a] работал всего с одним биллиардным столом, 
удовлетворяющим (9.11), кардиоидным (см. упражнение 9.16), но получил 
детальное доказательство эргодичности. Эти первые работы использовали 

версию локальной эргодической теоремы Синая - Чернова. 
Дель-Маньо [DMOl] пошел по пути Ливериана-Войтковского, чтобы 

показать, что биллиард в «усеченном» эллипсе 

(9.29) 

является эргодическим при условии h < 1/Vl + а2 . Позднее Марка­
рян [DММОЗ] обобщил этот результат на так называемые «эллиптические» 
стадионы, области, ограниченные двумя эллиптическими дуrами, удовле-

творяющими (9.29), где 1 < а < .J 4 - 2у'2 и h < 1/ Vl + а2 , и раздвину­
тыми на расстояние 2d, где d > 2a2 Va2 - 1. 

В настоящее время ведется работа [DММОб] по доказательству эрго­

дичности для намного более широкого класса биллиардов с абсолютно фо­

кусирующими дугами. 



Послесловие 

Мы изложили теорию двумерных хаотических биллиардов. Наша глав­

ная цель заключалась в том, чтобы охватить фундаментальные факты этой 
теории, которые в большинстве своем восходят к работе Синая и его школы 

в 1970-х годах. Мы также включили последние продвижения в этой тео­

рии, такие как точные технические оценки, относящиеся к неустойчивым 

многообразиям (большие части глав 4 и 5), и статистические свойства (гла­
ва 7). На самом деле некоторые новые результаты бьши получены одним из 
нас (НЧ) во время работы над книгой (сюда относятся предложение 4.29, 
оценки в §4.12-4.14 и 5.5, теоремы 5.31 и 7.41иПНПИ§7.9). 

Даже несмотря на то, что наша работа с рассеивающими биллиарда­

ми Синая была довольно широкой (и местами очень глубокой), наша книга 

не ставит перед собой цели описать или даже только обозреть всю сфе­

ру хаотических биллиардов. Мы прошли только некоторый путь, анали­

зируя биллиарды Бунимовича в главе 8, пропуская огромные технические 
трудности и оставляя многие задачи нерешенными. В главу 9 мы в дей­
ствительности включили обзор других плоских хаотических биллиардов 

с фокусирующими участками границы, но мы опустили большинство дока­
зательств. Читатель может найти полные и ясно изложенные доказательства 

в [Wo86,Mar88,Don91,Bu92]. 
Наша книга даже не касается вопросов многомерных хаотических бил­

лиардов. Для изучения периодических газов Лоренца в пространстве отсы­

лаем читателя к [SC87] (оригинальное доказательство эргодичности, кото­
рое не является полным), [BCST02] (современное, полное доказательство 
эргодичности для рассеивающих объектов с алгебраическими границами) 

и [ВСSТОЗ] (детальный технический анализ неустойчивых многообразий 

и особенностей, аналогичный нашей главе 5). 
Интересные модели многомерных хаотических биллиардов с фокуси­

рующими участками границы (сферические шапки) бьши построены Бу­

нимовичем и Рехасеком (Rehacek) [BR97, BR98a, BR98b], которые также 
исследовали родственное явление астигматизма [BuOO]. 

Но самая большая тема, которую мы оставили в стороне, это газ из тя­

желых шаров. Длинная и замечательная история изучения газов из тяжелых 
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шаров восходит к Л. Больцману, который в девятнадцатом веке (если выра­
жаться на современном языке) выдвинул гипотезу об их эргодичности и по­

ложил ее в основу законов статистической механики. В 1940-х Н. Крылов 

указал на замеченные аналогии между динамикой тяжелых шаров и ди­

намикой геодезических потоков на многообразиях отрицательной кривиз­

ны, для которых гиперболичность уже была установлена. Синай в начале 

1960-х годов сформулировал гипотезу, утверждающую, что газы из N ~ 2 
тяжелых шаров на торе должны быть гиперболическими и эргодическими. 

Синай свел системы тяжелых шаров к рассеивающим и полурассеивающим 

биллиардам (в простейшем случае мы сделали это в § 4.2). 
Сам Синай [Sin70] доказал эргодичность для N = 2 и представил де­

тальный план для решения задачи в ее общем случае [SC87]. Главная со­
ставная часть его плана, локальная эргодическая теорема, бьmа получена 

Синаем и Черновым [SC87]. Дальнейший прогресс обязан в основном вен­
герской школе (А. Крамли, Н. Симани (Simanyi) и Д. Сас (Szasz)). Отсьmа­
ем читателя к работам [KSS90, KSS91, KSS92, BLPS92, Sim99, SimOЗ, Sim04] 
для изучения этих вопросов. Представляется, что полное решение этой 

крупной задачи (известной на сегодняшний день как эргодическая гипо­

теза Больцмана-Синая) не за горами. Оно может стать темой следующей 

книги, посвященной хаотическим биллиардам. 



ПРИЛОЖЕНИЕ А 

Теория меры 

Здесь для удобства читателя мы представим основные определения 

и факты теории меры, используемые в нашей книге. 

ст-алгебры. Пусть Х - некоторое множество. О"-алгебра J на Х есть 
непустой набор подмножеств Х, обладающий двумя свойствами: (i) он 
замкнут относительно операции счетного объединения; то есть если Ai Е J 
при всех i ~ 1, то U~1 А Е J; и (ii) он замкнут относительно операции 
взятия дополнения; то есть если А Е J, то Ас = Х\А Е J. Пара (Х, J) 
называется измеримым пространством; множества А Е J называются из­
меримыми. 

Незамедлительно мы получаем, что любая О"-алгебра замкнута относи­

тельно всех счетных комбинаций элементарных теоретико-множественных 

операций (объединений, пересечений, разностей, симметрических разно­

стей, взятия дополнений). Каждая О"-алгебра содержит само Х и пустое 

множество е. 

Очевидно, что для любого семейства О"-алгебр {Ja} их пересече­
ние J = ПаJа является О"-алгеброй. Для любого набора Q.: подмножеств 
множества Х обозначим через IF'( Q.:) минимальную О"-алгебру, содержа­
щую Q.: (она представляет собой пересечение всех О"-алгебр, содержащих Q.:). 
Будем говорить, что IF'( ~) является а-алгеброй, порожденной ~. 

Если Х - топологическое пространство и ~ - набор открытых под­

множеств Х, то JF(~) называется борелевской О"-алгеброй на Х. Например, 
борелевской О"-алгеброй на JR является минимальная О"-алгебра, содержащая 
все открытые интервалы. 

Меры. Мера µ на ( Х, J) есть функция µ: J ___, JR U { +оо} с тремя 
свойствами: (i) она неотрицательна, то есть µ(А) ~ О для всех А Е J; 
(ii) пустое множество имеет имеет меру нуль, то есть µ(е) =О; и (iii) µ яв­
ляется О"-аддитивной (или счетно-аддитивной); то есть если {Ai}~1 Е J 
и Ai n Aj = е, где i =/. j, тоµ (U~1 Ai) = 2=:1 µ(Ai)· 

Так как во многих случаях О"-алгебры имеют тенденцию быть доволь­

но большими, явное определение µ(А) для всех А Е J часто является 
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невыполнимой задачей. Тогда можно определить µ(А) на полуалгебре 
(см. ниже) и использовать теорему о продолжении, изложенную в следу­

ющем пункте. 

Полуалгебра есть непустой набор 1Е подмножеств Х с двумя свой­

ствами: (i) он замкнут относительно операции пересечения; то есть ес­
ли А, В Е lt, то А n В Е lt; и (ii) если А Е lt, то Ас = Uf=1 Ai, где каж­
дое Ai Е 1Е и А1 , .•. , Ап являются попарно непересекающимися подмно­
жествами Х. 

Теорема о продолжении. Пусть 1Е - полуалгебра и неотрицательная 

функция µ: 1Е --> JR U { +оо} обладает двумя свойствами: (i) Х = U~1 Bi 
для некоторых Bi Е 1Е таких, что µ(Bi) < оо; и (ii) µявляется а-аддитив­
ной; то есть если {Ai}i= 1 Е \Е, где Ai n Aj = 0, где i -:f. j, и U~1 Ai Е \Е, 
тоµ (U~1 Ai) = I::1 µ(Ai). В этом случае существует единственная мера 
на а-алгебре IF'(lt), согласованная со значениямиµ на \Е. 

Например, набор 1Е из открытых, замкнутых и полуоткрытых интерва­

лов в JR является полуалгеброй. Длина интервалов является функцией на \Е, 
удовлетворяющей вышеописанным свойствам (i) и (ii). Следовательно, су­
ществует единственная мера m на борелевской а-алгебре на JR, совпадаю­
щая с обычной длиной на интервалах. Она называется мерой Лебега; она 

также может быть определена на большей а-алгебре (см. ниже). 

Лебеrовы точки плотности. Пусть А с JR - борелевское изме­

римое множество и m(A) > О. Тогда существует измеримое подмноже­
ство В с А, обладающее двумя свойствами: (i) m(A \В) = О и (ii) для лю­
бой точки х Е В 

1
. m ([х - 1:, х + 1:] n А) 

1 lffi -
е:->О m ([х - 1:, х + 1:]) - · 

Каждая точка х Е В называется лебеговой точкой плотности множества А. 

Следующий простой факт несколько раз используется в нашей книге. 

Пусть А С (а, Ь) - измеримое множество. Предположим, что неко­
торая последовательность {Оп} различных действительных чисел обладает 
двумя свойствами: (i) Оп --> О и (ii) множество А является инвариантным 
относительно Оп-сдвига; то есть для любого х Е А n (а+ Оп, Ь - дп) мы 
имеем х - Оп Е А их+ Оп Е А. Тогда либо µ(А) = Ь - а, либо µ(А) = О. 
Действительно, если О< µ(А) < Ь - а, то мы можем взять лебегову точку 
плотности х Е А и лебегову точку плотности у Е (а, Ь) \ А и сдвинуть ма­
лую окрестность хна малую окрестность у, что приводит к противоречию. 

Вероятностные меры на JR. Мы говорим, что µ является конечной 
мерой на (Х, J), если µ(Х) < оо, и вероятностной мерой, если µ(Х) = 1. 
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Ограничение m на единичный интервал [О, 1] является вероятностной ме­
рой. В более общем случае: любая борелевская вероятностная мера µ на JR 
может быть определена по формуле 

µ((а, Ь]) = F(Ь) - F(a), 

где F(x) - функция, обладающая тремя свойствами: (i) она неубывающая, 
(ii) она непрерывна справа и (iii) limx-+oo F(x) = 1 и limx-+-oo F(x) = О. 
F(x) называется функцией распределенияµ. Заметим, что F(x) непрерыв­
на на JR, за исключением, возможно, счетного числа точек. 

Каждая функция F(x) с перечисленными свойствами (i), (ii) и (iii) яв­
ляется функцией распределения вероятностной меры на JR. 

Мы будем рассматривать только вероятностные меры. 

Интеrрал Лебеrа. Пусть (Х, J) - измеримое пространство. Функ­
ция f: Х -+ JR называется измеримой, если для любого борелевского мно­
жества А с JR мы имеем g-1(A) Е J. (В действительности достаточно, 
чтобы прообразы всех открьпых интервалов (а, Ь) с JR были измеримыми 
множествами.) 

Измеримая функция g называется простой, если g(X) является конеч­
ным множеством; в этом случае положим g(X) = {c1 1 ••• ,cn} и Ak = 
= g- 1 (ck), где 1 ~ k ~ п. Тогда мы можем записать g(x) = L~=k Ck1Ak (х), 
где 

{ 
1, 

lл(х) = О, 

обозначает индикатор множества А. 

если х Е А, 

еслих fj А, 

Пустьµ - мера на (Х, J) и g: Х -+ JR - измеримая функция. Интеграл 
(Лебега) fx g dµ определяется следующим образом. Если g = lл для неко­
торого А Е J, то fx lлdµ =µ(А). Если g(x) = Е;=1 сklлk(х)-простая 
функция, то f x g dµ = I:~=l ckµ(Ak)· Если g ~ О, то 

[ gdµ ~ sup {/ hdµ' h - простм и h,; g}. 

Будем говорить, что g ~ О интегрируема, если супремум конечен. 
Произвольную функцию g мы можем представить в виде g = g+ - g-, 

где g+ = max{g,0} и g- = max{-g,O}. Заметим, что g+,g- ~О и 191 = 
= g+ + g-. Теперь определим fx gdµ = fx g+ dµ - fx g- dµ (при усло­
вии, что оба интеграла существуют). Мы говорим, что g интегрируема, ес­
ли fx g dµ существует; класс интегрируемых (строго говоря, µ-интегриру­
емых) функций на Х обозначается L~(X). 
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В общем случае: для любого р > О обозначим 

Это векторное пространство с нормой llfllp = Ux lflP dµ) 11
P (на самом де­

ле эта функция становится нормой, если отождествить функции, совпада­
ющие на множестве полной меры; см. также ниже). Кроме того, простран­

ство L~(X) имеет внутреннее произведение, заданное формулой (f,g) = 
= fx f g dµ. Заметим, что если µ(Х) < оо и р < q, то Li(x) с L~(X). 

Множество всех ограниченных функций на Х, обозначаемое Lею(Х), 

также является векторным пространством с нормой llflleю = supx lf(x)I. 
Для любого А Е J' мы можем определить fл f dµ = fx Iлf dµ. 

Интеграл Римана - Стилтьеса. Пусть µ - вероятностная мера на JR. 
и F(x) - ее функция распределения; см. выше. Тогда для любой µ-интег­
рируемой функции g: JR. ----> JR. 

ею 

j g(x) dµ = j g(x) dF(x), 
JR -ею 

где второй интеграл может быть определен следующим образом: 

ею Ь 

J g(x) dF(x) = lim jg(x) dF(x) 
Ь--+ею 

-оо а-+-оо а 

и 

ь п 

Jg(x) dF(x) = lim Lg(xi)[F(xi) - F(xi-1)], (А.1) 
llPll--+D i=O 

а 

где Р = {а = ха < ... < Хп = Ь} - разбиение интервала [а, Ь], llPll = 
=шах lxi - Xi-11 их; Е [xi-1, xi], где i = 1, ... , п. Интеграл (А.1) назы­
вается интегралом Римана - Стилтьеса. 

Слабая сходимость. Пусть {µn} - последовательность вероятност­
ных мер на JR. с функциями распределения {Fп(х)}. Говорят, что {µn} сла­
бо сходится к вероятностной мере µ на JR. (обозначается µп =? µ), если 



ТЕОРИЯ МЕРЫ 417 

для каждой ограниченной непрерывной функции g: JR -> JR мы имеем 

lim Jgdµn = Jgdµ. 
n-+oo 

IR IR 

Заметим: µп ::::} µ, если и только если для любого интервала [а, Ь], тако­
го, что µ({а})= µ({Ь}) =О, мы имеем µп([а,Ь])-> µ([а,Ь]). В терминах 
функций распределения это означает, что Fn(x) -> F(x) для каждой точ­
ки х Е JR, где F ( х) непрерывна. 

Абсолютная непрерывность. Пусть µ и v - две меры на (Х, J). 
Говорят, что v абсолютно непрерывна относительно µ, что обозначает­
ся v ~ µ, если v(A) = О для каждого множества А такого, что µ(А)= О. 
Теорема Радона-Никодима гласит, что v << µ, если и только если суще­
ствует неотрицательная функция (плотность) f: Х-> JR такая, что 

v(A) = ! f dµ VAEJ. 

А 

Функция f ( х) называется производной Радона - Никодима, J = dv / dµ. Ме­
ры µ и v называются эквивалентными, если µ << v и v ~ µ. 

Если вероятностная мераµ на JR с функцией распределения F(x) аб­
солютно непрерывна относительно меры Лебега m, то ее плотностью яв­
ляется функция f ( х) = F' ( х), так что 

ь 

µ(а, Ь] = F(Ь) - F(a) = J f(x) dx. 
а 

Мераµ эквивалентна m, если и только если f(x) > О на множестве пол­
ной m меры. 

Пусть (Х, J, µ) и (У, !В, v) - два измеримых пространства с вероят­
ностными мерами. Преобразование Т: Х -> У называется измеримым, 

если для каждого В Е \В мы имеем т-1 В Е J. Образ Тµ меры µ опре­
деляется по формуле Тµ(В) = µ(т- 1 В) для В Е \В или, что эквивалентно, 

! gd(Tµ) = ! goTdµ 
у х 

для любой ограниченной измеримой функции g: У -> JR. 
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Преобразование Т называется абсолютно непрерывным, если v << Т µ. 
Тогда функция плотности f = dv/d(Tµ) удовлетворяет «формуле замены 
переменных» 

J gdv= J gfd(Tµ) = J(goT)(foT)dµ 
у у х 

для любой ограниченной измеримой функции g: У ---> IR. Таким обра­
зом, f о Т является якобианом отображения Т (относительно мерµ и v). 

Две меры µ и v на (Х, J) взаимно сингулярны (или ортогональны), 
обозначается µl_v, если существует множество А Е J такое, что µ(Ас)= О 
и v(A) =О. 

Теорема Лебега о разложении гласит, что для двух мер µ и v на (Х, J) 
существует единственное представлениеµ= µа+ µ 8 , где µа<< v и µ 8 l_v. 

Произведение мер. Пусть (X1,J1,µ1) и (X2,J2,µ2) - два про­
странства с мерами. Декартово произведение Х1 х Х2 определяется сле­
дующим образом: 

Х1 х Х2 = {(х1,х2): х1 Е Х1,Х2 Е Х2}. 
Пусть J 1 х ~2 - а-алгебра на Х1 х Х2, порожденная подмножествами ви­
да Ai х А2, где А1 Е Ji и А2 Е J2. Произведение мер µi х µ 2 определяется 
как единственная мера на J 1 х J 2, удовлетворяющая условию 

Пространство с мерой (Х1 х Х2 , J 1 х J 2 , µ 1 х µ 2) называется прямым про­
изведением пространств (Х1 , J 1 , µ 1 ) и (Х2 , J 2 , µ2). Эта конструкция лег­
ко обобщается на случай конечного и счетного произведения пространств 
с мерой. 

Полные меры. Пусть (Х, J, µ) - пространство с мерой. Измеримое 
множество А с Х называется множеством меры нуль, если µ(А) = О, 
и множеством полной меры, если µ(Ас) =О. Мера называется полной, ес­
ли каждое подмножество В С А множества меры нуль А измеримо (и, ав­

томатически тоже имеет меру нуль). 

Мера Лебега m на борелевской О"-алгебре подмножеств IR не полна. 
Тривиальную задачу представляет собой продолжение мерыµ на (Х, J) 

до полной меры. Пусть SJ1 = {N Е J: µ(N) =О}. Определим новую О"-ал­
гебру следующим образом: 

J ={А U Е: А Е J, Е С N для некоторого N Е SJ1}; 

для каждого В = А U Е положим µ(В) = µ(А). Тогдаµ - полная мера 

на (X,J). 
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Продолжение меры Лебега m на ~ до полной меры также называется 
мерой Лебега, и мы по-прежнему будем обозначать ее m. Ее ограничение 
на единичный интервал [О, 1] является полной вероятностной мерой. 

В оставшейся части приложения А мы будем рассматривать только 

полные вероятностные меры. 

Фундаментальный принцип состоит в пренебрежении множествами 

меры нуль, то есть в том, чтобы вести исследование с точностью до мно­

жеств меры нуль (или по модулю множества нулевой меры). Например, 

мы отождествляем две функции f, g: Х --+ ~. если они отличаются только 

на множестве меры нуль, вспомним наше определение нормы 11 · llp· 
Для двух измеримых множеств А, В Е ~ положим 

А= В (mod О) {===} µ(АЛВ) =О; 

то есть А может быть преобразовано в В путем добавления и/или отбра­

сывания некоторого множества меры нуль. Очевидно, А= В (mod О) яв­
ляется отношением эквивалентности. Пусть !)Я - множество классов экви­

валентности (mod О) измеримых множеств. Мы можем определить на W! 
метрику р(А, В) = µ(АЛВ), которая задает структуру полного метриче­
ского пространства. 

Два пространства с мерой (X1,J1,µ1) и (X2,J2,µ2) называются 
изоморфными (mod О), если для каждого i = 1, 2 существует множе­
ство Bi с Xi полной µi меры и биекция ер: В1 --+ В2, сохраняющая из­

меримые множества и меры; то есть для каждого А Е J 1 мы имеем 

ср(А n В1 ) Е ~2 и µ1 (А n В) = µ2 (ср(А n В1)) и наоборот. Отображение 
r.p называется изоморфизмом. 

Генераторы. Пусть (Х, ~' µ) - пространство с полной вероятност­
ной мерой. Мы говорим, что счетное семейство S.В = {Еп}~=l измери­
мых подмножеств является генератором пространства Х, если оно облада­

ет двумя свойствами: (i) минимальная ст-алгебра JF(S.В), содержащая S.В, со­
держит (mod О) все измеримые подмножества; то есть для каждого А С J 
найдется В С JF(S.В) такое, что А С В и µ(В\А) =О; и (ii) множества {En} 
разделяют точки Х; то есть для любых двух различных точек х, у Е Х най­

дется Еп С S.В такое, что х Е Еп и у rJ_ Еп или х rj_ Еп и у Е Еп. 
Например, пусть Х = [О, 1) - полуоткрытый единичный интервал 

иµ - мера Лебега на нем. Тогда интервалы [ап, Ьп) С [О, 1) с рациональ­
ными концевыми точками образуют генератор Х. 

Пространство Х называется полным относительно генератора S.В, если 

каждое счетное пересечение Пn):lFn, где каждое Fn является одним из двух 
множеств Еп и Е~, не пусто (заметим, что согласно свойству (ii) генератора 
это пересечение состоит не более чем из одной точки). 
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В примере выше Х = [О, 1) не полно относительно генератора, состо­
ящего из интервалов с рациональными концевыми точками. Но оно полно 

относительно генератора { En}~=l• состоящего из множеств 

Пространство Х называется полным (mod О) относительно генерато­
ра 23, если оно может быть включено в большее пространство Х' :J Х 
с полной вероятностной мерой µ,', согласующейся с µ на Х и такой, 
что µ'(Х' \ Х) = О, и которое является полным относительно генерато­
ра 23' = {Е~}, где Еп = Е~ n Х при всех п. Если пространство Х пол­
ное (mod О) относительно одного генератора, то оно полное относительно 
всех генераторов. 

Пространства Лебега. Пространство Х с полной вероятностной ме­

ройµ называется пространством Лебега, если оно полное ( mod О) относи­
тельно некоторых (а следовательно, относительно всех) генераторов. 

Единичный интервал Х = [О, 1] с мерой Лебега на нем является про­
странством Лебега. В общем случае пространство Лебега может содержать 

конечное или счетное число атомов (точек положительной меры). На са­

мом деле любое пространство Лебега изоморфно (mod О) объединению 
конечного или счетного числа атомов суммарной меры р = [О, 1] и интер­
валу [Р, 1] с мерой Лебега на нем. (Если атомов нет, то оно изоморфно 
единичному интервалу [О, 1].) 

Понятие пространства Лебега очень полезно. С одной стороны, оно 

очень широкое и включает практически все пространства с мерой, кото­

рые встречаются в приложениях. В частности, любое полное сепарабельное 

метрическое пространство с вероятностной мерой, определенной на боре­

левских множествах (и соответствующим образом продолженной до полной 

меры; см. выше), является пространством Лебега. Прямое произведение ко­

нечного или счетного числа пространств Лебега является пространством 

Лебега. 

С другой стороны, пространства Лебега имеют важные атрибуты, кото­

рые отсутствуют у более общих видов пространств с мерой. Одним из наи­
более важных особенностей пространств Лебега является понятие измери­
мого разбиения; см. следующий раздел. 

Измеримые разбиения. Это довольно специфическая тема в теории 

меры, но она является ключевой для доказательства эргодичности и пе­

ремешивания хаотических биллиардов. Отсылаем читателя к [Ro49, Ro67] 
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за полным описанием, а также к [CFS82, приложение 1], [МЕ81, глава 1] 
и [Bou60, стр. 57-72] за обзором (последняя книга сфокусирована на топо­
логических аспектах измеримых разбиений). 

Пусть (Х, J, µ) - пространство Лебега. Разбиение~ множества Х есть 
набор { ~"} непересекающихся подмножеств Х таких, что Ц"~°' = Х. Обо­
значим через ~(х) единственный элемент~. содержащий точку х Е Х. Под­
множество А с Х называется ~-множеством, если оно представляет собой 

объединение некоторых элементов~- Для любого разбиения~ набор изме­
римых ~-множеств образует rт-алгебру. 

Существует два различных разбиения, которые являются в некотором 

смысле максимальным и минимальным. Разбиение Х на отдельные точки 

обозначается~- Тривиальное разбиение Х, единственным элементом кото­

рого является Х, обозначается v. 
Разбиение ~ называется измеримым, если существует счетный набор 

измеримых ~-множеств {Вп}:=:"=~ такой, что для любых двух различных 
элементов С1 , С2 Е ~найдется Вп, для которого С1 ~ Вп и С2 ~Вшили 
наоборот. (Заметим, что из С2 ~ Вп на самом деле следует С2 ~ В~, так 
как Вп - ~-множество.) Назовем {Вп} генератором~-

Каждый элемент С Е ~ измеримого разбиения ~ может быть пред­

ставлен в виде С = Пn~iFn, где каждое Fn является одним из двух мно­
жеств Вп и В~ (обратно, каждое непустое пересечение Пn~ 1Fn является 
в точности одним из элементов С). Следовательно, С Е J; то есть каж­
дый элемент измеримого разбиения является измеримым множеством. Но 

обратное далеко не является верным. 

Рассмотрим, например, меру Лебегаµ на Х = [О, 1) и зафиксируем 
иррациональное число а. Пусть ~ - разбиение Х такое, что х, у Е Х лежат 

в одном элементе~ (то есть у Е ~(х)), если и только если х - у= т + ап 
для некоторых m, п Е Z. Каждый элемент С Е ~ является счетным ( сле­
довательно, измеримым) множеством. Существует две последовательно­

сти {mk} и {nk} таких, что бk = mk + ank _, О при k _, оо. Далее, 
каждое ~-множество В будет инвариантным относительно сдвига на каж­

дое бk; то есть В = {х + бk (mod 1),х Е В} для каждого k. Следова­
тельно, µ(В)= О или 1 (ер. наше рассуждение о лебеговых точках плотно­
сти). Таким образом, ~ не может иметь счетного генератора, и значит оно 

неизмеримо. 

Другой пример неизмеримого разбиения (возникающий при изуче­

нии динамических систем) представляет собой разбиение многообразия М 
на глобальные неустойчивые подмногообразия, соответствующие транзи­

тивному диффеоморфизму Аносова, действующему на М. 



422 ПРИЛОЖЕНИЕ А 

Разбиение ( измеримо, если и только если его элементы являются 

множествами уровня измеримой функции f: Х ---+ JR. Разбиения с и v 
измеримы. 

Фактор (частное) пространство. Пусть ( - измеримое разбиение 

пространства Лебега (Х, J, µ). Фактор-пространство (Х1;, J1;, µ1;) опреде­
ляется следующим образом. Пусть Х1; - пространство, точками которо­

го являются элементы (, обозначим ср: Х ---+ Xt; естественную проек­
цию ср(х) = ((х). Пусть Jt; - а-алгебра подмножеств А С Х1; такая, 
что ср- 1 (А) Е J. Наконец, фактор-мера µ1; определяется по формуле 
µ1;(А) = µ(ср- 1 А) для любого А Е J1;. Фактор-пространство (Х1;, J1;, µ1;) 
также является пространством Лебега. 

Условные меры. Пусть ( - измеримое разбиение пространства Ле­

бега (Х, J, µ). Наиболее важное свойство измеримых разбиений заключа­
ется в существовании условных мер на его элементах. Следующий факт 

иногда называют дроблением меры µ. 
Для µ1;-почти всех элементов С Е (существует а-алгебра Jc и веро­

ятностная мера µс на (C,Jc) с тремя свойствами: (i) (C,Jc,µc) - про­
странство Лебега, (ii) для любого В Е J мы имеем BnC Е Jc для µ1;-почти 
каждого СЕ(, и (iii) для любого В Е J мы имеем 

µ(В)=! µс(В n С) dµ1;. 

х. 

Меры {µс, С Е О называются условными мерами, индуцированными µ 
на СЕ(. 

Заметим, что если µ(С) > О для некоторого С Е (, то условная мера 
может быть определена стандартным образом: µс (В) = µ(С n В)/µ( С). 

Приведенная выше интегральная формула эквивалентна формуле типа 

Фубини 

j f dµ = j (J f dµc) dµ1; 
х х. с 

(А.2) 

для любой интегрируемой функции f на Х. Внутренний интеграл ft; = 
= fc f dµc известен как условное математическое ожидание функции f 
относительно разбиения (. 

Примеры. Рассмотрим разбиение 6 единичного квадрата К = 
= {(х, у): О ~ х, у~ 1} на вертикальные линии Ас= {х =с}, с Е [О, 1]. 
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Если µ - гладкая мера на 1К с плотностью р(х, у) относительно меры 
Лебега, то условная мера µс на Ас имеет (нормированную) плотность 

Рс(У) = р(с, у)/ J; р(с, у) dy, а фактор-мера имеет на единичном интер­
вале О ~ с ~ 1 плотность N. (с) = f0

1 р( с, у) dy; теперь интегральная фор­
мула (А.2) является просто теоремой Фубини 

f f(x,y)p(x,y)dxdy= j (J f(c,y)pc(y)dy) p~(c)dc. 
!К о о 

В частности, еслиµ - мера Лебега (р(х, у)= 1), то µс является равномер­
ной мерой (Рс(У) = 1) при каждом с; см. рис. А.1. 

Ре 

Рис. А.1. Разбиение ОС и условная плотность 

Рассмотрим другое разбиение 6 единичного квадрата 1К = { ( х, у) : 
О ~ х, у ~ 1} на линии у = сх, выходящие из начала координат 
(см. рис. А.2), и пустьµ - мера Лебега на IК. В этом случае условная мера 
на каждой линии будет иметь плотность треугольного распределения, об­

ращающуюся в нуль в начале координат; читателю предлагается проверить 

это напрямую. 

Заметим, что вертикальный сегмент А0 = { х = О} является элемен­
том обоих разбиений, но соответствующие условные меры отличаются. Это 

показывает, что условная мера µс не определяется одним лишь множе­

ством С С Х; она зависит от разбиения t;, содержащего С как элемент. 

Классы эквивалентности разбиений (mod О). Мы говорим, что 
разбиения эквивалентны, t; = v (mod О), если они совпадают на множе­
стве полной меры; то есть если найдется множество полной меры D с Х 
такое, что для каждого А Е t;, удовлетворяющего условию А n D -1- 0, су­
ществует В Е 'Г/ такое, что А n D = В n D. Очевидно, мы имеем отношение 
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Рис. А.2. Другое разбиение JК и его условная плотность 

эквивалентности. Если ~ - измеримое разбиение и Т/ = ~ (mod О), то ТJ 
также является измеримым разбиением. В дальнейшем под «разбиением» 

мы будем понимать класс эквивалентности (mod О) разбиений. 
Существует естественное взаимнооднозначное соответствие между из­

меримыми разбиениями и полными под-а-алгебрами, которые определяют­

ся ниже. 

Полные под-и-алгебры. Пусть (Х, J', µ) - пространство Лебега. 
Мы обозначили 9Л множество классов эквивалентности (mod О) измери­
мых подмножеств Х. Теоретико-множественные операции U, n, \,Ли опе­
рация взятия дополнения естественно переносятся с J' на 9Л. Тогда 9Л будет 
содержать 125 (mod О) и Х (mod О), то есть классы множеств, эквивалент­
ных (mod О) множествам 125 и Х. Также 9Л будет замкнуто относительно 
операций взятия дополнения и счетного объединения. Таким образом, мы 

можем рассматривать его как а-алгебру. 

Пусть подмножество\)'! с 9Л содержит классы 125 (mod О) и Х (mod О) 
и является замкнутым относительно операций взятия дополнения и счетно­

го объединения. Тогда измеримые подмножества Х, которые принадлежат 

классам, входящим в IJ!, образуют а-алгебру; обозначим ее 18. Тогда огра­
ничение меры µ на <5 будет полной вероятностной мерой. Мы назовем 
каждую такую 18 полной под-а-алгеброй~-

Мы уже обратили внимание, что для каждого разбиения ~ набор из­

меримых ~-множеств является а-алгеброй; обозначим ее 180 (~). Далее, 
для каждого измеримого разбиения ~ набор подмножеств Х, определяе­

мый как 

18(~) ={А Е J': А= В (mod О) для некоторого В Е 180 (~)}, 

является полной под-а-алгеброй .;)". 
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Таким образом устанавливается взаимнооднозначное соответствие 

между измеримыми разбиениями и полными под-а-алгебрами: если ® ( ~) = 
= ®('Т/), то ~ = 'Т/ (mod О), и для каждой полной под-а-алгебры ® с J 
существует измеримое разбиение~ такое, что ®(~) = ®· 

Минимальная полная под-а-алгебра, состоящая из множеств, экви­

валентных !25 (mod О) и Х (mod О), соответствует тривиальному разбие­
нию v. Максимальная под-а-алгебра ® = J соответствует разбиению с: 

на индивидуальные точки. 

Отношения и операции на разбиениях. Пусть (Х, J, µ) - про­
странство Лебега, обозначим~' 'Т/ и т. д. измеримые разбиения. Мы говорим, 
что~ мельче, чем Т/ (или Т/ крупнее, чем~), обозначается~ ~ Т/ (mod О), 
если найдется множество полной меры D с Х такое, что 

'lf А Е ~ 3В Е Т/: А n D с в n D. 

Соотношение~~ Т/ (mod О) выполнено, если и только если®(~) :::) ®(ry). 
Для любого семейства измеримых разбиений {~а:} определим их объ­

единение V а:~а: как измеримое разбиение ~ с двумя свойствами: (i) ~а: ~ ~ 
при всех а; и (ii) если е - другое измеримое разбиение, такое, что ~а: ~ ~' 
при всех а, то ~ ~ е. Другими словами, ~ - минимальное разбиение, более 
мелкое, чем каждое ~а:.· 

Для любого семейства полных под-а-алгебр ®а определим их объеди­

нение V а:®а: как пересечение всех полных под-а-алгебр, каждая их которых 
содержит все ®а:· Тогда мы имеем ®(V а:~а:) = V а:®(~а:)· 

Для конечного или счетного семейства {~п} объединение ~ = Vn~n 
является разбиением, элементами которого являются (непустые) пересече­

ния nпCn, где Сп Е ~п при всех п. 
Для любого семейства измеримых разбиений {~а:} определим их пере­

сечение /\а:~а: как измеримое разбиение ~ с двумя свойствами: (i) ~а: ~ ~ 
при всех а; И (ii) если е - другое измеримое разбиение, такое, ЧТО ~а: ~ е 
при всех а, то~ ~ е. Другими словами,~ - максимальное разбиение, более 
крупное, чем каждое ~а:· Мы имеем ®(/\а:~а:) na: ®(~а:)· 

Возьмем конечное или счетное семейство измеримых разбиений { ~m}, 
можно попробовать построить их пересечение /\m~m следующим образом. 

Для любых х, у Е Х положим х ,.._,у, если существует конечная последова­

тельность А1, ... , An Е Um~m такая, что х Е А1, у Е An и Ai n Ан1 f:. !25 
при всех 1 ~ i ~ п - 1 (конечно, здесь при каждом i множества Ai и Ан1 
должны быть элементами различных разбиений). Тогда ,.._, будет отношени­
ем эквивалентности на Х и его классы образуют разбиение Х; обозначим 

его Лm~m· 
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Разбиение J...mf.m соответствует «логически» пересечению Лmf.m, 
и во многих случаях Лmf.m = Лmf.m (mod О). Но в некоторых случа­
ях J...mf.m может довольно сильно отличаться от Лmf.m (на самом де­

ле Лmf.m может даже не быть измеримым), поэтому использовать это раз­

биение вместо Лmf.m небезопасно. 

Например, пусть Х = (О, 1] и µ - мера Лебега на Х. Пусть 6 = 
={[О, 0.5], (0.5, 1]} и 6 - разбиение, элементами которого являются двух­
точечное множество {О, 1} и все одноточечные подмножества Х \ {О, 1}. Чи­
тателю предлагается проверить, что 6 Л 6 = 6 (mod О), но 6 .Л. 6 = v, -
тривиальное разбиение. Эта проблема может быть устранена следующим 
образом. 

Пусть D С Х - множество полной меры. Если мы ограничим о--ал­

гебру J и меруµ на D, то D будет пространством Лебега. Если ограни­
чить f.m на D (заменяя каждый элемент С Е f.m на С n D), то полу­
чаем измеримое разбиение, f.m,D, множества D. Мы утверждаем, что D 
может быть выбрано таким образом, что Лmf.m,D >,= Лmf.m,D; то есть каж­
дый элемент С Е Лmf.m,D является (Лmf.m,D )-множеством. И, конечно, 
если .Л.mf.m,D измеримо, то .Л.mf.m,D = Лmf.m,D (mod О). 

Действительно, пусть { Bn} ;:::'=1 - счетный генератор пересечения Лmf.m. 
Тогда Вп Е Q5(f.m) при всех n и m. Следовательно, Bn является f.m-мно­
жеством (mod О); то есть существует f.m-МНОЖество в~ m = Bn (mod О). 
Так как N = Um,n(BnдB~,m) является множеством меры нуль, то можно 
определить D = X\N. Очевидно, BnПD будет являться f.m,v-множеством 
при всех n и m, что доказывает наше утверждение. 

Это факт играет важную роль в§ 6.10. 
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Теория вероятности 

Здесь мы приведем определения и факты теории вероятности, исполь­

зуемые в книге (в основном в главе 7). Мы используем обозначения теории 
меры, введенные в приложении А. 

Случайные величины. Вероятностное пространство (П, J, Р) есть 
множество П с а--алгеброй J его подмножеств и вероятностной мерой ]р> 

на J. Точки (;.) Е П называются элементарными исходами, а измеримые 
множества А Е J называются событиями. 

Случайная величина есть измеримая функция Х : П ----> JR. Каждая слу­
чайная величина Х индуцирует вероятностную меру µх на JR, определяе­
мую соотношением µх (А) = ]р> { х-1 (А)} для каждого борелевского мно­
жества А С JR. Функция распределения этой меры (см. приложение А) 
называется функцией распределения F ( х) случайной величины Х и обо­
значается F х ( х). Она может быть определена следующим образом: 

F(x) = µх(-оо, х] = Jp> { х- 1 (-оо, х]}; 

или несколько менее формально: F(x) = JP'(X:::::; х). 
Если мера µх абсолютно непрерывна относительно меры Лебега m 

на JR, то она имеет плотность f(x) ~О, удовлетворяющую условию 

ь 

F(b) - F(a) = j f(x) dx 
а 

при всех а < Ь. В этом случае случайная величина Х называется абсолютно 
непрерывной. 

Мы говорим, что событие А Е :F имеет место почти наверное, ес­
ли JP'(A) = 1. Например, две случайные величины Х и У равны почти 
наверное, если JP'(X =У)= 1. 
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Среднее значение, дисперсия, ковариация. Среднее значение (или 

математическое ожидание) случайной величины ХЕ LМП) есть 

JE(X) = ! Х dIP'. 

п 

Оно также может быть вычислено по формуле 

со 

JE(X) = j xdµx = j xdFx(x). 
R -оо 

Дисперсия случайной величины ХЕ L~(П) определяется формулой 

Var(X) = 1Е [Х - JE(X)] 2 = JE [Х2) - [JE(X)] 2
, 

а стандартное отклонение есть ах = .jVar(X). Мы имеем Var(X) ~ О, 
и Var(X) =О, если и только если случайная величина Х является констан­
той почти наверное; то есть JP'(X =с) = 1 для некоторого с Е JR. 

В более общем случае: для любых т ~ 1 и ХЕ Lpi(П) m-й момент Х 
определяется как JE(Xm). 

Если Х - случайная величина с конечной дисперсией Var(X) < оо, 
то линейное преобразование 

у= X-JE(X) 
ах 

имеет нулевое среднее, JE(Y) = О, и единичную дисперсию, Var(Y) = 1. 
Будем называть У нормализацией Х. 

Неравенство Чебышева утверждает, что для любой случайной ве­

личины с конечной дисперсией, Var(X) < оо, и любого t >О 

JP'{IX-JE(X)I > t} ~ Г2 Var(X). 

Возьмем две случайные величины Х и У, их ковариация есть 

Cov(X, У)= JE [(Х - JE(X))(Y - JE(Y))] = 

= JE(XY) - JE(X) JE(Y), 

а их корреляция -
Cov(X,Y) 

Рх,у = · 
ах ау 

Из неравенства Шварца следует неравенство -1 ~ Рх,у ~ 1. Заметим, 
что Cov(X, Х) = Var(X). 
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Случайные векторы. Случайный вектор есть конечная последова­

тельность {Х1 , ... , Хп} случайных величин, определенных на одном и том 
же вероятностном пространстве (fl,-б, 1Р'); его можно рассматривать как из­
меримое отображение fl --+ ~п. Совместная функция распределения таких 

случайных величин есть 

F(x1, ... , Хп) = 1Р'(Х1 ~ Х1, ... , Хп ~ Хп) 

(более формально: это вероятность события nь1 xi-l ( -оо, Xi]). Говорят, 
что случайный вектор { Х1 , ... , Хп} абсолютно непрерывен, если существу­
ет (совместная) функция плотности f(x 1 , ... , Хп) ;;:: О такая, что 

Х1 Xn 

F(х1, .. "хп)= J ... J f(s1, ... ,sп)ds1 ... dsn. 
-оо -00 

Тогда для любого борелевского подмножества В с ~п мы имеем 

1Р'{(Х1, ... ,Хп) ЕВ}=!···! f(x1, ... ,Xп)dx1 ... dxn, 
в 

где mп обозначает меру Лебега на ~п. 

Среднее значение случайного вектора1 Х = (Х1 , ... , Хп)т есть п-век-
тор 

JE(X) = (JE(X1), ... ,JЕ(Хп))т. 
Матрица ковариации случайного вектора Х = (Х1 , ... , Хп)т есть 

V = JE [(Х - JE(X))(X - JЕ(Х))т] = 
= JE (ххт) - JE(X) JЕ(Х)т. 

Заметим, что ее компоненты Vij = Cov( Xi, Xj). Эта матрица симмет­
рична и положительно полуопределена; ее диагональные компоненты 

суть Vii = Var(Xi)· 

Гауссовские (нормальные) случайные величины. Случайная вели­

чина Х называется нормальной (или гауссовской), обозначается N(µ, а2 ), 
если она абсолютно непрерывна и ее плотность 

(х-µ)2 
1 ---

f(x) = --е 2а2 
../2iГа 

1 Мы будем обозначать векторы полужирными символами и всегда понимать под ними 
вектор-столбцы. 
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Здесь µ Е JR и а2 > О - параметры; на самом деле µ = JE(X) 
и а2 = Var(X). Стандартная нормальная случайная величина обознача­
ется N(O, 1), она имеет нулевое среднее и единичную дисперсию. За­
метим, что если Х имеет распределение N(µ, а2 ), то ее нормализа­
ция У= (сХ - µ)/а имеет распределение N(O, 1). 

Случайный вектор Х = (Х1 , .•. , Хn)т называется нормальным (или 
гауссовским), если он абсолютно непрерывен и его плотность имеет вид 

1 1 ( т -1 ( 
J(x1, ... 'Xn) = е-2 х-µ) V х-µ)' 

Jdet(27ГV) 

где µ Е ]Rn - вектор, а V - симметричная положительно определенная мат­

рица размера п х п; здесь использовалось обозначение х = ( х1 , ... , Xn) т. 
На самом деле µ = JE(X) и V - матрица ковариации вектора Х. Стандарт­
ный нормальный случайный вектор обозначается N (О, I); он имеет нулевое 
среднее µ = О и единичную матрицу ковариации V = I. 

Независимость. Два события А, В с S1 называются независимыми, 
если JP'(A n В) = JP'(A) JP'(B). Несколько событий А1 , .•. , An называются 
независимыми, если для любой последовательности В1 , ... , Bn, где каж­
дое Bi - одно из двух событий Ai и Ai, мы имеем 

Случайные величины Х1 , ... , Xn называются независимыми, если для лю­
бых борелевских множеств А1 , .•. , An с 1R события Х11 (А1), ... , X; 1 (An) 
независимы. 

Если случайные величины Х1 , •.. , Xn независимы, то их попарные ко­
вариации (и коэффициенты корреляции) равны нулю, и, таким образом, 

матрица V является диагональной. Для нормальных векторов верно и об­
ратное: если матрица ковариации нормального вектора Х = (Х1 , ... , Хn)т 
диагональна, то его компоненты Х1 , ••. , Xn независимы. В общем случае: 
случайные величины Х1, ... , Xn называются некоррелированными, если 
Cov(Xi, Xj) =О при i =/=- j, но при этом они необязательно являются неза-
висимыми. 

Случайные величины Х1 , ... , Xn независимы, если и только если их 
совместная функция распределения распадается на множители 

(В.1) 

Если случайные величины Х1 , ... , Xn независимы и имеют конечные сред-
ние значения, то 
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Кроме того, если они имеют конечные дисперсии, то 

Var(X1 + ... + Хп) = Var(X1) + ... + Var(Xn)· 

Пусть { Хп} - бесконечная последовательность случайных величин. 
Говорят, что они независимы, если независимость имеет место для любого 

конечного поднабора { Xni, ... , Xnk}. Будем говорить, что случайные вели­
чины { Хп} имеют одинаковое распределение (или являются одинаково рас­
пределенными), если они имеют общую функцию распределения F(x) = 
= Fxn (х). Конечно, в этом случае они имеют равные средние значения 
и равные дисперсии. 

Лемма Бореля-Кантелли. Пусть {Ап} - последовательность со­
бытий. Тогда 

А= = lim sup Ап: = n~=l U~=m Ап 
п 

есть событие, состоящее из точек w Е П, принадлежащих бесконечному 
числу событий Ап. Говорят, что событие А= имеет место, если и только 
если имеет место бесконечное число событий Ап. Лемма Бореля - Кантелли 
состоит их двух частей. Первая (простая) часть гласит, что 

= L lP'(An) < 00 =? lP'(A=) =О. (В.2) 

n=l 

Вторая (более сложная) часть леммы Бореля-Кантелли гласит, что если Ап 

независимы, то (В.2) верно и в обратную сторону. 

Сходимость. Существует три основных типа сходимости случайных 

величин { Хп} к новой случайной величине Х. 
Мы говорим, что { Хп} сходится к Х почти наверное (обозначает­

ся Хп ---* Х п. н.), если существует событие D С П такое, что JP'(D) = 1 
и Xn(w)---* X(w) для всех w Е D. 

Мы говорим, что Хп ---* Х по вероятности, если для каждого с > О 

lim lP' (IXn - XI >с) =О. 
n-><X> 

Мы говорим, что { Хп} сходится к Х по распределению (или по зако­
ну), обозначается Хп ===? Х, если меры µxn на JR. слабо сходятся к мере µх. 
Или, что эквивалентно, функции распределения Fxn ( х) сходятся к функции 
распределения F х ( х) в каждой точке х Е JR., где F х ( х) непрерывна. В этом 
случае мы говорим, что {Fxn} сходится к Fx слабо, и пишем Fxn ===? Fx. 
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Из сходимости почти наверное следует сходимость по вероятности. 

В свою очередь, из сходимости по вероятности следует сходимость по рас­

пределению. Если предельная случайная величина Х является почти навер­

ное константой, то сходимость по вероятности эквивалентна сходимости 

по распределению. 

Законы больших чисел. Возьмем случайные величины {Хп} и рас­
смотрим их частные суммы 

Мы говорим, что { Хп} удовлетворяет закону больших чисел (ЗБЧ), если 
последовательность {Sп/n} сходится к константе (то есть к постоянной 
случайной величине) по вероятности (что в данном случае эквивалентно 

сходимости по распределению). 

Мы говорим, что {Хп} удовлетворяет сильному закону больших чи­
сел (СЗБЧ), если последовательность {Sп/n} сходится к константе почти 
наверное. Конечно, из СЗБЧ следует ЗБЧ. 

Если { Хп} - независимые одинаково распределенные (кратко н. о. р.) 
случайные величины с конечным средним значением, JE[ Хп [ < оо, то они 
удовлетворяют СЗБЧ. Более строго: Sп/n---+ µ п. н., гдеµ= JЕ(Хп)- общее 
среднее значение случайных величин Хп. 

Центральная предельная теорема. Говорят, что последователь­

ность случайных величин { Хп} удовлетворяет центральной предельной 
теореме (ЦПТ), если ее нормированные частные суммы (Sп - JE(Sп))/O"sn 
сходятся по распределению к стандартной нормальной случайной вели­

чине N(O, 1) (также говорят, что они сходятся к стандартному нормальному 
закону). Это означает, что для каждого z Е IR 

z 2 

lim JP> { Sп - JE(Sn) ~ z} = - 1- J е - 8

2 ds. 
n--->oo O"Sn J27r 

-оо 

Если ЦПТ имеет место и Var(Sп) = 0"
2n+O(n) при некотором О"2 >О (что 

обычно имеет место), то последовательность (Sп - JE(Sп))/ Jn сходится 
по распределению к нормальному закону N(O, О"2 ). 

Пусть { Хп} - последовательность н. о. р. случайных величин, име­
ющих конечное среднее значение µ = JЕ(Хп) и конечную дисперсию 
О"2 = Var(Xn)· Тогда она удовлетворяет ЦПТ. В этом случае, благодаря 
независимости, Var(Sп) = 0"

2n. 
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В более общем случае: пусть { Хп} - последовательность независимых 
случайных величин, имеющих конечные средние значения µп = JE(Xn) 
и конечные дисперсии ст;= Var(Xп). Предположим, что 

D'?,: = Var(Sn) = стi + ... +ст'?, ----+ оо. 
n-+OO 

Тогда { Хп} удовлетворяет ЦПТ при выполнении так называемого условия 
Линдеберга: для каждого с: > О 

1 п 

lim D 2 LJE ((Xk - µп) 2 
· l{IXk-µnl>eDn}) =О, 

n-+oo 
п k=1 

(В.3) 

где 1л обозначает индикатор события А. Условие Линдеберга замечатель­

но тем, что оно не только достаточно, но и «почти» необходимо. Стро­

го говоря, если предположить только, что ст;/ n; ____, О (то есть диспер­
сия ст; не растет слишком резко), то условие Линдеберга (В.3) действи­
тельно необходимо для ЦПТ. 

ЦПТ может быть обобщена на случай случайных векторов. Пусть 

{Хп} - последовательность н. о. р. случайных векторов, имеющих конеч­
ное среднее µ и конечную матрицу ковариации V. Рассмотрим частные 
суммы 

Sn = Х1 + ... + Хп. 
Тогда случайные вектора ( Sn - пµ) / Vп сходятся по распределению к нор­
мальному вектору (или к нормальному закону) с нулевым средним и мат­

рицей ковариации V, то есть к N(O, V). 

Характеристические функции. Комплексная случайная величина 

есть измеримая функция Z: П ____, С; ее можно представить в виде 

Z = Х + iY, где i = А, и Х и У суть действительная и мнимая части Z. 
Среднее значение Z определяется по формуле JE(Z) = JE(X) + iJE(Y). 

Характеристическая функция действительной случайной величины Х 

есть комплекснозначная функция действительного аргумента t Е IR, опре­
деляемая следующим образом: 

cpx(t) = JE [eitX] = JE [cos(tX)] + iJE [sin(tX)]. 

На самом деле это преобразование Фурье меры µх; с другой стороны, это 

преобразование Фурье- Стилтьеса функции распределения F х ( х): 

00 00 00 

cpx(t)= j eitx dFx(x)= j cos(tx) dFx(x)+i j sin(tx) dFx(x). (В.4) 
-оо -оо -оо 
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Оно определено для всех Х и любого t Е JR. На самом деле срх(О) = 1 
и l'Px(t)I ~ 1 при всех t Е JR. Функция cpx(t) равномерно непрерывна по t 
и положительно полуопределена; то есть 

n 

L cpx(ti - t1) zizj ~О 
i,j=l 

для любых п ~ 2 комплексных чисел z1 , ... , Zn и действительных чи­

сел ti, ... , tn. 

Более того, любая положительно полуопределенная функция cp(t), 
непрерывная в t = О и удовлетворяющая условию ср(О) = 1, является ха­
рактеристической функцией случайной величины (теорема Бохнера). 

При всех п ~О мы имеем cp(n)(O) = inJE(xn) при условии ХЕ Ч~(П). 
Если случайные величины Х1 , ... , Xn независимы, то eitXi, ... , eitXn также 
независимы; следовательно, 

(В.5) 

Обратно, если (В.5) верно при всех t Е JR, то случайные величи­
ны Х1, ... , Xn независимы. 

Характеристическая функция вещественного случайного вектора Х = 
= (Х1 , ... , Хп)т есть комплексная функция п вещественных аргумен­
тов t1 , ..• , tп, определяемая выражением 

срх (t) = Е [ ei(t,X)] = Е [cos( (t, Х) )] + iE [sin( (t, Х) )] , 

где t = (t1 , ... , tп)т и(-,·) обозначает скалярное произведение двух п-век­
торов. 

Характеристическая функция нормальной случайной величины Х 

= N(µ, 0'2 ) со среднимµ и дисперсией 0'
2 имеет вид 

Характеристическая функция нормального случайного вектора Х = N(µ, V) 
со средним µ и матрицей ковариации V имеет вид 
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Теорема о непрерывности. Зная функцию распределения Fx(x) 
случайной величины Х, можно вычислить ее характеристическую функ­

цию по формуле (В.4). Существует обратная формула, выражающая Fx(x) 
через r.p х ( t): 

т 
1 ! e-itb _ e-ita 

Fх(Ь) - Fx(a) = lim - . r.px(t) dt, 
Т->оо 27Г -lt 

-Т 

которая верна для каждой пары точек а < Ь, где Fx непрерывна. Это од­
нозначно определяет F х при условии, что ее точки непрерывности плот­
ны в JR. 

Таким образом, существует взаимнооднозначное соответствие между 

функциями распределения F(x) и характеристическими функциями r.p(t) 
случайных величин такое, что F х ( х) соответствует r.p х ( t). Очень важным 
является то обстоятельство, что это соответствие непрерывно в следующем 

смысле. 

Пусть F и {Fn}~=l - функции распределения, а r.p и {'Pn}~=l - соот­
ветствующие характеристические функции. Тогда Fn =:> F, если и только 
если 'Pn(t)-> r.p(t) поточечно (теорема Леви о непрерывности). 

Часть «если» теоремы о непрерывности может быть несколько рас­

ширена, а именно: если { 'Pn(t)} - последовательность характеристических 
функций, сходящихся (поточечно) к функции r.p(t), непрерывной в t = О, 
то r.p(t) - характеристическая функция случайной величины. 

Стационарные последовательности. Пусть {Хп}, n Е Z, - после­
довательность н. о. р случайных величин. Тогда любая конечная подпосле­

довательность { Xn 1 , ••• , Xn,,..} имеет совместную функцию распределения 

независящую от индексов n 1 , ... , nm. В частности, она инвариантна отно­
сительно перестановок (n1 , ... , nm) 1----t (п1 +n, ... , nm +n) для всех п Е Z. 

В более общем случае: последовательность случайных величин { Xn}, 
п Е Z, называется стационарной2 в сильном смысле, если распределение 
ее конечных подпоследовательностей инвариантно относительно сдвигов; 

то есть 

2Мы говорим также, что {Xn} образуют стационарный случайный процесс. 
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при всех m ?: 1, произвольных n, n1, ... , nm Е Z и произвольных 
х1 , ... , Xm Е JR. Очевидно, в этом случае Хп распределены одинаково. 
Если Хп Е L~(!l), то они имеют одинаковое среднее значение JЕ(Хп) = µ. 
Если Хп Е L~ ( n)' ТО они имеют одинаковую среднюю дисперсию 
Var(Xn) = (]'2 и ковариацию 

(В.6) 

зависящую только от lm - nl. Последовательность случайных вели­
чин { Хп}, п Е Z, называется стационарной в слабом смысле, если слу­
чайные величины имеют одинаковое среднее значение, одинаковую дис­

персию и имеет место (В.6) (но конечномерные распределения не обязаны 
быть инвариантными относительно сдвигов). 

Стационарные последовательности случайных величин естественным 

образом встречаются при изучении динамических систем (глава 7). 
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Эргодическая теория 

Здесь мы приведем основные определения и факты эргодической тео­

рии (изучающей сохраняющие меру преобразования). Мы будем использо­

вать обозначения теории меры (приложение А) и теории вероятности (при­

ложение В). 

Измеримые преобразования. Пусть (Х, ~) - измеримое простран­
ство. Преобразование Т: Х __, Х называется измеримым, если т-1 (В) Е J 
для всех В Е J. Преобразование Т: Х __, Х называется автоморфизмом, 
если оно биеrсrивно, и как Т, так и т- 1 измеримы. Положительные ите­
рации {Тп}, n ~О, измеримого отображения Т образуют полугруппу; все 
итерации {Тп}, n Е Z, автоморфизма Т образуют группу. Для любой точ­
ки х Е Х последовательность {Тпх} называется траекторией (или орби­
той) точки х. Измеримые преобразования с непрерывным временем (пото­

ки) будут рассмотрены в конце приложения. 

Пусть М(Х) обозначает множество всех вероятностных мер на (Х, J'). 
Это множество выпукло, так как для любых µ, v Е М(Х) и О< р < 1 
мы имеем рµ + (1 - p)v Е М(Х). Измеримое преобразование Т: Х--+ Х 
порождает отображение Т: М(Х) __, М(Х), определяемое форму­
лой (Тµ)(В) = µ(Т-1В) для всехµ Е М(Х) и В Е J. (Это отображение 
иногда обозначается Т*, но мы для краткости предпочли Т.) 

Инвариантные меры. Возьмем измеримое преобразование Т:Х--+ Х, 

мераµ Е М(Х) называется Т-инварианrной, если Тµ = µ(мы говорим, 
что Т сохраняетµ). Если Т - автоморфизм, то условие Тµ = µ эквива­
лентно т- 1 µ =µ,таким образом, Т и т- 1 сохраняют одни и те же меры. 
Обозначим Мт(Х) множество всех Т-инварианrных вероятностных мер 
на Х. Это выпуклое подмножество М(Х). 

Мераµ Е М(Х) является Т-инвариантной, если и только если для лю­
бой измеримой функции f : Х -+ JR мы имеем 

! f о т dµ = ! f dµ 
х х 



438 ПРИЛОЖЕНИЕ С 

(в том смысле, что если один из интегралов существует, то существу­

ет и второй, и их значения равны). В более общем случае для лю­

бой µ Е М ( Х) ее образ µ1 = Т µ определяется выражением 

J f о т dµ = J f dµ1. 
х х 

Измеримое преобразование Т: Х --+ Х порождает линейное отображе­

ние Ит на пространстве измеримых функций f: Х --+ IR, определяемое 
формулой 

(Ит f)(x) =(!о Т)(х) = f(T(x)). 

Для любой Т-инвариантной мерыµ и р > О отображение Ит: L~(X) ____, 
____, L~(X) сохраняет норму//· //р; оно также сохраняет внутреннее произве­
дение в L~(X). Если Т - автоморфизм, то Ит - биекция; следовательно, 
это унитарный оператор на L~(X). 

В последующем мы большей частью будем работать с измеримыми 

преобразованиями (обычно с автоморфизмами) Т: Х--+ Х, сохраняющими 

меруµ Е Мт(Х). Мы будем называть четверку (Х, J, Т, µ) сохраняющим 
меру преобразованием. 

Теорема Пуанкаре о возвращении. Пусть Т: Х ____, Х сохраняет ме­
руµ Е Мт(Х) и µ(А) > О для некоторого измеримого множества А с Х. 
Тогда почти для каждой по мере µ точки х Е А имеем 

тn, ( х) Е А для некоторой последовательности п 1 < n 2 < .... 

В условиях сформулированной теоремы отображение 

Тл(х) = уnл(х)(х), nл(х) = min{n ~ 1: Тп(х) Е А}, 

определено на А п. в.; оно называется отображением возвращения Пу­

анкаре. Оно сохраняет условную меру µл на А, определяемую форму­
лой µл(В) =µ(А n В)/µ(А). 

Инвариантные множества и функции. Говорят, что измеримое 

множество В с Х является Т-инвариантным, если т- 1 (В) =В. Заметим, 
что множество В инвариантно, если Т(В) с В и Т(Вс) с вс. 

Предположим, что Т сохраняет меру µ. Тогда измеримое множество В 
называется Т-инвариантным (mod О), если В = т- 1 В (mod О). Если В 
является Т-инвариантным (mod О), то существует Т-инвариантное мно-

жество В такое, что В= В (mod О). 
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Функция f: Х----> JR. является Т-инвариантной, если Итf = f, то есть 
f = f о Т. В этом случае f постоянна на каждой траектории отображе­
ния Т. Если Т сохраняет меру µ, то мы говорим, что функция f: Х ----> JR. 
является Т-инвариантной (mod О), если f(x) = f(Tx) почти для каждой 
точки х Е Х по мере µ. В этом случае существует Т-инвариантная функ-
ция J такая, что f = J (mod О). 

Эрrодические меры. Т-инвариантная мераµ Е Мт(Х) называется 
эргодической, если для всякого Т-инвариантного множества В с Х мы 

имеем µ(В) = О или µ(В) = 1. Это эквивалентно тому, что для вся­
кого Т-инвариантного (mod О) множества В с Х мы имеем µ(В) = О 
или µ(В)= 1. 

У-инвариантная мера µ является эргодической, если и только если 
любая Т-инвариантная функция f: Х ----> JR. является константой п.в.; 
то есть µ(х: f(x) = с) = 1 для некоторого с Е JR.. Это эквивалентно 
тому, что µ эргодическая тогда и только тогда, когда каждая Т-инвари­
антная (mod О) функция f: Х ____, JR. является константой п. в.; то есть 
µ(х: f(x) =с)= 1 для некоторого с Е JR.. 

Мы также говорим, что Т эргодично, если из контекста ясно, какая 

инвариантная мераµ ассоциирована с Т. 

У-инвариантная мера µ Е Мт(Х) эргодична тогда и только тогда, 
когда она представляет собой экстремальную точку в выпуклом множе­

стве Мт(Х). Любые две различные эргодические меры µ 1 , µ 2 взаимно 
сингулярны (ортогональны). 

Если измеримое преобразование Т: Х ____, Х имеет единственную ин­
вариантную меру µ, то оно автоматически является эргодическим. Тогда Т 
называется однозначно эргодическим. 

Эргодическое разложение. Пусть (Х, J, µ) - пространство Лебега, 
где использованы обозначения раздела, посвященного измеримым разби­

ениям. Если Т: Х ----> Х сохраняет меру µ, то множество Т-инвариант­
ных (mod О) подмножеств А с Х образует полную под-а--алгебру QJ с .\У. 
Она соответствует единственному (mod О) измеримому разбиению~ мно­
жества Х. Обозначим µс, С Е ~, условные меры на элементах С. 

В этом случае почти каждый элемент С Е ~ является У-инвари­

антным (mod О), то есть µе(С n т-1с) = 1. Следовательно, ограниче­
ние Т на С определяется µе п. в. на С; обозначим его Те. Отображе­
ние Те: С ----> С сохраняет меру µе и является эргодическим для почти 
всех СЕ~- Элементы СЕ~ с условными мерами µе называются эргоди­
ческими компонентами отображения Т. 
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Изоморфизмы. Два сохраняющих меру преобразования (Х1, J1, Т1 , µ1) 
и (Х2, J2, Т2, µ2) изоморфны, если для каждого i = 1, 2 существует Тi-ин­
вариантное множество Bi С Xi полной меры µi и существует биек­

ция 'Р: В1 -+ В2 такая, что (i) 'Р сохраняет измеримые множества и меры 
и (ii) 'Р сохраняет динамику; то есть 'Р о Т1 = Т2 о 'Р на В1 . Отображение 'Р 
называется изоморфизмом. 

Многие свойства сохраняющих меру отображений инвариантны отно­

сительно изоморфизмов. Например, мера µ 1 является эргодической, если 

и только если эргодична µ2. 

Эргодичес:кие суммы и средние. Пусть (X,:;J,T,µ) - сохраняющее 
меру преобразование и f: Х -+ Х - измеримая функция. Тогда для каж­

дого х Е Х последовательность {f(Tnx)} значений f на траектории х иг­
рает важную роль. Будем представлять себе f как наблюдаемую величину, 
а f(Tnx) - как ее значение в момент времени п; следовательно, {f(Tnx)} 
можно рассматривать как временной ряд. Его частные суммы 

Вп(х) = f(x) + f(Tx) + ... + f(тп- 1х) 

иногда называются эргодическими суммами, а предел 

f +(х) = lim _!_ Sn(x) 
n-++oo n 

(С.1) 

(если он существует) называется будущим временным средним (или эрго­
дическим средним) функции f вдоль орбиты х. Если Т - автоморфизм, 

то можно определить прошлое временное среднее по формуле 

J_(x) = lim _!_ В-п(х), 
п-++оо n 

(С.2) 

где В-п(х) = f(x) + f(т-1х) + ... + f(т-п+1х). 

Эргодичес:кая теорема Бир:кгофа. Пусть (Х, J, Т, µ) - сохраняю­
щее меру преобразование и f Е L1(X). Тогда: 

(а) почти для каждой точки х Е Х предел f +(х), определяемый выраже­
нием (С.1), существует; 

(б) функция f +(х) является Т-инвариантной; формально: если f +(х) су­
ществует, то f +(Tnx) существует при всех пи f +(Тпх) = f +(х); 

(в) !+интегрируема и fx !+ dµ = fx f dµ; 
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(г) если µ эргодическая, то !+(х) постоянна п.в. и ее значение рав­
но fx f dµ. 

Если Т: Х __, Х - автоморфизм, то почти для каждой точки х Е Х 

предел f _(x), определяемый (С.2), также существует. Более того, преде­
лы (С.1) и (С.2) совпадаютп.в.: !+ = f- (rnod О). 

Интеграл J х f dµ рассматривается как пространственное среднее 
функции f. Часть (г) эргодической теоремы утверждает, что если µ эр­
годическая, то временное среднее равно пространственному среднему. 

Другая версия эргодической теоремы (называемая LP эргодической 
теоремой фон Неймана) утверждает, что для каждого р ~ 1 и f Е L~(X) 
мы имеем llSп/n - !+llP--> О при п--> оо. 

Частота возвращения. Пусть А с Х и х Е Х. Предел 

( ) 1
. #{О~ i ~ п - 1: Ti(x) Е А} 

rлх = irn 
п-++оо n 

(если он существует) называется (асимптотической) частотой посещения 

точкой х множества А (или частотой возвращения точки х в множество А). 

Из эргодической теоремы следует, что r А ( х) существует для п. в. х Е Х. 
Более того, r А ( х) > О для п. в. х Е А. А также если µ эргодическая, 
то rл(х) = µ(А) для п.в. х Е Х. Следовательно, орбита почти каждой 
точки х Е Х проводит в множестве А время, пропорциональное µ(А). 
В этом смысле эргодическая мера µ описывает асимптотическое распреде­
ление почти каждой орбиты {Тп(х)}, п ~О, в пространстве Х. 

Перемешивание. Мы говорим, что отображение Т: Х --> Х, со­
храняющее меруµ, перемешивающее (или сильно перемешивающее), если 
для каждой пары измеримых подмножеств А, В С Х 

lirn µ(т-п А n В)= µ(А) µ(В). 
n-+oo 

Так как µ(А) = µ(т-п А), то это можно записать в виде 

lirn /µ(т-п А n В) - µ(т-п А) µ(В)/= О; 
n-+oo 

то есть события т-п А и В являются асимmотически независимыми 

при п --; 00. Заметим, ЧТО условие х Е т-п А эквивалентно тп(х) Е А; 
то есть мы говорим о собьпиях х Е В (соответствующем положению х 

в момент времени О) и тп(х) Е А (соответствующем образу х в момент п). 
Таким образом, перемешивание обычно интерпретируется как асимптоти­

ческая независимость далекого будущего от настоящего. 
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Перемешивание эквивалентно условию 

lim (f · (goTn)) = (J)(g) 
n-юо 

'<:/ f,g Е L~(X), 

где дЛЯ краткости использовано обозначение (f) = J х f dµ. Для заданных f 
и g величина 

CJ,g(n) = (f · (g о тп)) - (J)(g) 

называется корреляцией (между f и g) в момент п (заметим, что на самом 
деле это ковариация случайных величин f и g о тп; см. приложение В). 
Таким образом, перемешивание эквивалентно сходимости корреляции к ну­

лю (С f,g(n)---+ О); это свойство называется убыванием корреляций. 

Слабое перемешивание и множественное перемешивание. Мы го­

ворим, что Т слабо перемешивающее (относительно инвариантной ме­

рыµ), если для всех пар измеримых подмножеств А, В с Х 

l п-1 . 

lim - 2::::: Jµ(т-i А n В) - µ(А) µ(В) 1 =о. 
n-->oo п 

i=O 

Это эквивалентно тому, что дЛЯ всех f, g Е L~(X) 

n-l 

lim _!_ '"'ICt g(n)I =О. 
п~оо n ~ ' 

i=O 

Пусть т ~ 2. Мы говорим, что Т является m-перемешивающим, или 
перемешивающим с кратностью rn, если для любых измеримых подмно­

жеств А1,А2, ... ,Am С Х и О~ n1 < n2 < ... < nm мы имеем 

при условии 

(С.3) 

( m-перемешивание означает асимптотическую независимость событий в т 
различных моментах времени, если интервалы между ними увеличиваются). 

Это эквивалентно тому, что для любых fi, ... , fm Е L;:'(X), где 
(fi) = О, мы имеем 

(С.4) 

при условии, что выполнено (С.3). Соотношение (С.4) называется множе­
ственной корреляцией. 
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Перемешивание равносильно 2-перемешиванию. Если Т является 

m-перемешивающим, то оно является и k-перемешивающим для всех 

2::,;;k:::;;m. 
Все виды свойства перемешивания (слабое перемешивание, сильное 

перемешивание, множественное перемешивание) инвариантны относитель­

но изоморфизмов. Из множественного перемешивания с m ? 3 следует 
сильное перемешивание (но не наоборот). Из сильного перемешивания сле­

дует слабое перемешивание (но не наоборот). Из слабого перемешивания 

следует эргодичность (но не наоборот). 

Поворот окружности. Возможно, наиболее распространенным при­

мером сохраняющего меру преобразования является поворот окружности. 

Пусть Х = IR/Z - единичный 1-тор, или окружность единичной дли­
ны, с циклической (угловой) координатой х Е [О, 1] (точки О и 1 отождеств­
ляются). Поворот на угол а определяется как 

Т(х) = х+ а (mod 1). 

Это отображение сохраняет меру Лебега m на Х. 
Если а = p/q рационально (где р и q предполагаются взаимно про­

стыми), то каждая точка х Е Х является периодической с одним и тем же 

периодом q. 
Если а иррационально, то траектория каждой точки х Е Х плотна 

и равномерно распределена на Х; то есть для любого интервала А с Х 
мы имеем r л(х) = m(A) (теорема Вейля). В этом случае мера Лебега 
является эргодической, но не перемешивающей (даже в смысле слабого пе­
ремешивания). Более того, m является единственной инвариантной мерой 
отображения Т; следовательно, Т является однозначно эргодическим. 

Линейные сдвиrи торов. Рассмотрим обобщение поворотов окруж­

ности. Пусть d ? 2 и Х = IRd jzd - единичный d-тор с циклическими 
(угловыми) координатами х = ( х 1 , ... , xd) Е [О, 1] d. Зафиксируем век­
тор а= (а1 , ... , ad) Е JRd. Сдвиг Хна вектор а определяется формулой 

Та(х) = х +а (mod 1). 

Это отображение сохраняет d-мерную меру Лебега на Х. 

Сдвиг Та является эргодическим, если и только если компонен­

ты ( а1 , •.. , ad) вектора а рационально независимы с 1; то есть 

то+ m1a1 + m2a2 + ... + mdad =f. О 

для всех целых чисел mo, m 1, ... , md Е Z, исключая случай то = m1 = 
= ... = md = О. Отображение Та никогда не является слабо перемеши­

вающим. 
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Пространство символов. Пусть S = {1, ... , r} - конечное мно­
жество. Будем называть S алфавитом, а его элементы - буквами. Пусть 

Е+ = E+,r = sz+ обозначает пространство бесконечных последователь­
ностей букв, так что точка ~ Е Е+ представляет собой последователь­

ность~= {wп};:"=О• где Wn Е S при всех п;::: О. 
Обозначим также Е = Er = sz пространство бесконечных в обе сто­

роны последовательностей букв; то есть Е состоит из последовательно­

стей~ = {wп};:"=-оо• где Wn Е S при всех п Е Z. Будем называть Е+ 
и Е символическими пространствами. (Для краткости мы опустим ин­

декс r.) 
Снабдим конечное множество S дискретной топологией (в которой все 

подмножества S открыты), а пространства Е и Е+ - соответствующим 

произведением топологий. Соответствующие борелевские и-алгебры обо­

значаются J и J +. 
Гомеоморфизм сдвига (влево) и: Е ---+ Е определяется по формуле 

~' = и(~), где u;~ = wн1 при всех i Е Z. Аналогично, сдвиг (влево) 
и+: Е+ ---+ Е+ определяется формулой ~' = и+(~), где u;~ = wн1 при 
всех i ;::: О; это непрерывное отображение на Е+, являющееся r-кратным 

накрытием. 

Пусть µ0 - вероятностная мера на конечном множестве S (не сконцен­
трированная целиком в одной точке). Обозначим через µ соответствующее 
произведение мер µ~ на Е и через µ+ - соответствующее произведение 
мер µ~+ на Е+. Пространство (Е, J, µ) соответствует последовательности 
независимых одинаково распределенных случайных величин, каждая из ко­

торых принимает конечное число значений, классический объект изучения 

теории вероятности. 

Сдвиг и сохраняет меруµ на Е. Сдвиг и+ сохраняет меруµ+ на Е+. 

Оба сдвига являются эргодическими, перемешивающими и m-перемеши­

вающими при всех т;::: 2. 
Система (Е, J, и,µ) называется сдвигом Бернулли. Заметим, что она 

полностью характеризуется конечным распределением вероятности µ0 
на алфавите S. 

Символическое представление. Пусть (Х, J, Т, µ) - сохраняющее 
меру преобразование. Пусть Х = А1 U .. . UAr - конечное разбиение множе­

ства Х на непересекающиеся измеримые подмножества. Возьмем отобра­

жение Т: Х ---+ Х, для каждой точки х Е Х определим ее путь следующим 

образом: 
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Мы говорим, что Х = UiAi - порождающее разбиение, если различные 

точки имеют различные пути (это эквивалентно тому, что для любых х =/=у 
найдется п ~ О такое, что тп ( х) Е Ai и тп (у) Е Aj для некоторых i =!= j). 
Тогда отображение r.p: Х---+ Е+, определяемое формулой r.p(x) = f!l(x), яв­
ляется взаимно однозначным; оно порождает меру µх = 'Р(µ) на Е+, явля­
ющуюся а+-инвариантной. Отображение 'Р является изоморфизмом между 

заданной системой (Х, J, Т, µ) и (Е+, J+, а+, µх ); последняя называется 
символическим представлением первой. 

Пусть Т - автоморфизм, тогда его символическое представление сле­

дует строить другим образом. Во-первых, путь точки х Е Х определяются 

формулой 

Снова порождающее разбиение означает, что различные точки имеют раз­

личные пути (это эквивалентно тому, что для любых х =!= у найдется п Е Z 
такое, что тп ( х) Е Ai и тп (у) Е Aj для некоторых i =/= j). Тогда отоб­
ражение r.p: Х ---+ Е, определяемое формулой 'Р(х) = f!l(x), является вза­
имно однозначным. Оно порождает меру µх = r.p(µ) на Е, являющую­
ся а-инвариантной, и мы получаем изоморфизм между заданной систе­

мой (Х, J, Т, µ) и ее символическим представлением (Е, J, а, µх ). 

Свойство Бернулли. Автоморфизм Т: Х ---+ Х, сохраняющий ме­

ру µ, называется автоморфизмом Бернулли (или обладает свойством Бер­
нулли, или Б-свойством), если он изоморфен сдвигу Бернулли. 

Это эквивалентно тому, что существует порождающее разбиение ~ = 
= {А 1 , ... , Ar} множества Х такое, что соответствующее символическое 
представление Т является сдвигом Бернулли (то есть порожденная ме­

ра µх на Е (см. выше) является произведением мер). В этом случае разби­
ения тп~ = {Тп(А1 ), ... , тп(Аr)} являются независимыми; то есть 

при всех т =/= п и 1 ~ i, j ~ r. 

Автоморфизмы Колмогорова (К-перемешивание). Автоморфизм 

Т: Х --+ Х, сохраняющий меру µ, называется автоморфизмом Колмогорова 
(или К-автоморфизмом, или обладает К-свойством), если существует изме­

римое разбиение ~ множества Х с тремя свойствами: (i) оно является мо­
нотонно возрастающим; то есть ~ =<- Т~; (ii) его предел в будущем является 
разбиением на индивидуальные точки, то есть V~=O тп ~ = е; (iii) его предел 
в прошлом является тривиальным разбиением, то есть /\~0т-п~ = v. 
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Это эквивалентно тому, что Т: Х ----t Х является К-автоморфизмом, 

если для любых измеримых подмножеств В, А 1 , ... , Ат С Х мы имеем 

lim sup Jµ(A n В) - µ(А) µ(B)J =о, 
n->oo АЕ\б~(А1, ... ,Аr) 

где Q)~ (А1 , . .. , Ат) обозначает под-а-алгебру, порожденную множества­
ми тm Ai при всех m ~ п и i = 1, ... , r. 

Это асимптотическая независимость между настоящим событием В 

и всеми далекими будущими событиями в Q3~(A1 , ... , Ат)· Это свойство 
сильнее («более равномерно»), чем множественное перемешивание, но сла­

бее, чем свойство Бернулли. К-свойство часто называют К-перемешивани­

ем. Из свойства Бернулли следует К-свойство, но не наоборот. Из К-свойст­

ва следует множественное перемешивание, но не наоборот. Для гладких 

и кусочно-гладких отображений (и потоков; см. ниже) с гладкими, или 

по крайней мере SRВ, инвариантными мерами (куда входят все виды билли­

ардов) из К-свойства обычно следует свойство Бернулли; см. [CH96,0W98]. 
К-свойство инвариантно относительно изоморфизмов. К-свойство мо­

жет быть сформулировано в терминах разбиения Пинскера; см. ниже. 

Энтропия. Пусть (Х, J, Т, µ) - сохраняющее меру преобразование. 
Энтропия конечного разбиения ~ = { А1 , ... , Ат} множества Х определя-
ется выражением 

т 

НЮ= - Lµ(Ai) lnµ(Ai) 
i=l 

(где полагаем О lnO =О). Заметим, что НЮ= - fx lnµ(((x)) dµ. Мы име­
ем О ~ Н(() ~ ln r, где минимум (О) достигается на тривиальном разбие­
нии~= v, а максимум (ln r) достигается при равномерных распределениях, 
которые характеризуются условием µ(А1 ) = ... =µ(Ат)= 1/r. 

Так как мераµ инвариантна, разбиение т-п~ = {т-п А1 , ... , т-п Ат} 
имеет аналогичную энтропию, Н(т-п~) = Н(~), при каждом п ~ 1. Ес­
ли Т является автоморфизмом, то это верно при всех п Е Z. 

Энтропия отображения Т относительно конечного разбиения ~ есть 

Предел всегда существует, и он неотрицателен; на самом деле последова­

тельность в правой части монотонно убывает. Наконец, энтропия Т есть 

h(T) = sup h(T, (), 
~ 
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где супремум берется по всем конечным разбиениям ~ множества Х. Оче­
видно, О ~ h(T) ~ оо. Энтропия инвариантна относительно изомор­
физмов. 

Если~ - порождающее разбиение, то есть v~0т-i~ =с, то h(T, ~) = 
= h(T). Если Т является автоморфизмом, то из существования односторон­
него генератора (разбиения ~' удовлетворяющего условию v~0т-i~ =с) 
следует h(T) = О. В этом случае h(T) = h(T, ~) для всех двухсто­
ронних генераторов ~' то есть разбиений ~' удовлетворяющих условию 
v~-ooт-i~ = €. 

Мы имеем h(Tn) = n h(T) при всех n;? 1. Если Т является автомор­
физмом, то h(Tn) = lnlh(T) при всех n Е Z, в частности h(T-1 ) = h(T). 

Разбиение Пинскера. Пусть (Х, ~' Т, µ) - сохраняющее меру пре­
образование пространства Лебега. Тогда 

7r(T) = V { ~: ~конечно, h(T, ~) = О} 

называется разбиением Пинскера. Его под-а--алгебра !.р(Т) = 18(7r(T)) на­
зывается а--алгеброй Пинскера. 

Если Т - автоморфизм, то а--алгебра Пинскера является Т-инвариант­

ной, то есть т- 1 s.р(Т) = !.р(Т). Это максимальная под-а--алгебра J, такая, 
что соответствующее ограничение Т, то есть (Х, !.р(Т)), имеет нулевую 
энтропию. Часто говорят, несколько неформально, что 7r(T) является «мак­
симальным разбиением с нулевой энтропией». 

Предположим, что Т - автоморфизм, и измеримое разбиение ~ множе­

ства Х имеет два свойства: (i) оно монотонно возрастает, то есть~ =<- Т~; 
(ii) его предел в будущем является разбиением на индивидуальные точки, 
то есть v~0тп~ = €. Тогда /\':,'=0т-п~ ~ 7r(T). 

Автоморфизм Т является автоморфизмом Колмогорова, если и толь­

ко если его разбиение Пинскера тривиально, 7r(T) = v. Таким образом, 
Т является К-автоморфизмом, если и только если его энтропия положи­

тельна, h(T, О > О, относительно каждого нетривиального конечного раз­
биения~· 

Потоки. Пусть (X,J) - измеримое пространство. Динамическая си­
стема с непрерывным временем (поток) есть однопараметрическое семей­

ство {St}, t Е JR, измеримых преобразований st: Х -+ Х, удовлетворя­
ющее двум свойствам: (i) st+s = st о ss (групповое свойство), в частно­
сти s0 тождественно; (ii) отображение Х х JR -+ Х, определяемое фор­
мулой (х, t) ,___, stx, измеримо (а--алгебра на х х JR есть произведение J 
и борелевской ст-алгебры на JR). 
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Условие (ii) является требованием некоторой регулярности семей­
ства {St} относительно t. Оно эквивалентно следующему: для каждой из­
меримой функции F: Х---+ JR функция G(x, t) = F(Stx) является измери­
мым отображением Х х JR ---+ JR. 

Для каждой точки х Е Х множество {Stx}, t Е JR, называется орби­
той (траекторией) точки х. Во многих приложениях, включая биллиарды, 

Х является топологическим пространством, а { Stx} - непрерывной кри­
вой для каждой точки х Е Х. 

Поток {St} сохраняет меруµ Е М(Х), если µ(St А) =µ(А) для всех 
измеримых подмножеств А С Х и всех t Е JR. Это означает, что µ является 
общей инвариантной мерой для всех автоморфизмов st, входящих в поток. 

Инвариантные меры потока. Свойства автоморфизмов обобщают­

ся на потоки с некоторыми (обычно тривиальными) модификациями. Из­

меримое множество В С Х инвариантно относительно потока {St}, ес­
ли В = st В при всех t Е .!R. Если поток { St} сохраняет меру µ, то измери­
мое множество В называется инвариантным (mod О) относительно пото­
ка, если В = st В ( mod О) при всех t Е К Если В инвариантно ( mod О), 
то существует инвариантное множество ii такое, что В= ii (mod О). 

Функция f: Х ---+ JR инвариантна относительно { 3t}, если f = f о st 
при всех t Е JR. В этом случае f постоянна на каждой орбите потока {St}. 
Если { st} сохраняет меру µ, то говорят, что функция f: Х ---+ JR инвари­
антна ( mod О) относительно потока, если при всех t Е JR мы имеем f ( х) = 
= f(Stx) для µ-п.в. точек х Е Х. В этом случае существует инвариантная 
функция J такая, что f = J ( mod О). 

Поток {St} эргодичен относительно инвариантной меры µ, если лю­
бое {St}-инвариантное (mod О) множество А С Х имеет меру О или 1. 
Это эквивалентно тому, что поток {St} эргодичен, если любая инвари­
антная (mod О) функция f постоянна п.в.; то есть µ(х: f(x) = с) = 1 
для некоторого с Е JR. 

Если по крайней мере один автоморфизм st в потоке эргодичен, то эр­
годичен весь поток. Обратно, если поток {St} эргодичен, то автомор­
физм st эргодичен в счетном наборе моментов t Е JR. 

Эргодическая теорема Биркгофа для потоков. Возьмем измери­

мую функцию f: Х ---+ К Ее (будущее или прошлое) временное среднее 

выражается формулой 

т 

J±(x) = lim -Т1 jJ(St(x))dt. 
Т->±оо 

о 
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Предположим, что поток {St} сохраняет меруµ и f Е L1(X). Тогда: 

(а) для почти каждой точки х Е Х данные пределы существуют и f + ( х) = 

= f-(x); 

(б) функция f ±(х) является Т-инвариантной; формально: если f ±(х) су­
ществует, то f ±(Stx) существует при всех t Е JR и f ±(Stx) = f ±(х); 

(в) J± интегрируема и fx J± dµ = fx f dµ; 

(г) если {St} эргодичен, то функция J±(x) постоянна п.в. и ее значение 
равно J х f dµ. 

Перемешивающие потоки. Поток st: Х -t Х является перемеши­
вающим относительно инвариантной меры µ, если для любых измеримых 
множеств А, В с Х выполняется соотношение 

lim µ(А n st(B)) =µ(А) µ(В). 
t->±oo 

Если поток {St} перемешивающий, то каждое отображение st, t =f О, также 
является перемешивающим. 

Поток { st} является потоком Колмогорова (или К-потоком, или об­
ладает свойством К-перемешивания), если существует измеримое разби­

ение ~ множества Х с тремя свойствами: (i) оно монотонно возрастает, 
то есть ~ ~ st ~ при всех t > О; (ii) его предел в будущем является раз­
биением на индивидуальные точки, то есть V~0St~ = с:; (iii) его предел 
в прошлом является тривиальным разбиением, то есть /\~0 s-t~ = v. 

Если отображение st является К-автоморфизмом по крайней мере 
для одного t Е JR, то каждое St, t =f О, является К-автоморфизмом. По­
ток {St} является К-потоком, если и только если некоторое (а следователь­
но, каждое) отображение st, t =f О, является К-автоморфизмом. 

Если по крайней мере один автоморфизм st в потоке является автомор­
физмом Бернулли, то каждый другой автоморфизм 5t, t =f О, также является 
автоморфизмом Бернулли. В этом случае мы говорим, что поток {St} явля­
ется потоком Бернулли. 

Из свойства Бернулли следует свойство К-перемешивания, но не на­

оборот. Из свойства К-перемешивания следует перемешивание, но не на­

оборот. Из перемешивания следует эргодичность, но не наоборот. 

Линейные потоки на торах. Пусть d ~ 2 и Х = JRd /Zd - единичный 
d-тор с циклическими (угловыми) координатами х = (х 1 , ... ,xd) Е [О, l)d. 
Зафиксируем вектор а= (а1 , ... , ad) Е JRd и определим поток {S~} на Х 
по формуле 

S~(x) = x+ta (mod 1). 
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С другой стороны, поток { S~} может быть определен с помощью диффе­
ренциального уравнения x(t) = а. Этот поток сохраняет d-мерную меру 
Лебега на Х. 

Поток {S~} эргодичен, если и только если компоненты а1 , ... , ad век­
тора а рапионально независимы; то есть 

для любых целых m 1, ... , md Е Z, исключая случай m1 = ... = md = О. 
Поток { S~} никогда не является перемешивающим. Также поток { S~} эр­
годичен, если и только если для каждой точки х Е Х орбита { St х} плот­
на в Х. 

Если d = 2, то имеются два случая: а1/а2 может быть иррациональ­
но, в этом случае поток { S~} является эргодическим и каждая его орбита 
плотна; а1 /а2 может быть рациональным, тогда S~ является тождествен­
ным отображением при некотором t =f:. О (следовательно, каждая орбита 
является периодической). 

Энтропия и разбиения Пинскера для потоков. Энтропия отобра­

жения st произвольного потока { st} является линейной функцией време­
ни: h(St) = itih(S1 ). Таким образом, энтропия потока определяется по фор­
муле h({St}) = h(S1). 

Разбиение Пинскера 1Г(St) одинаково для каждого отображения st, 
t =f:. О; оно называется разбиением Пинскера потока, 7Г ( { st}). О"-алгебра 
Пинскера SfJ ( { St}) = (!) ( 7Г ( { St})) является St -инвариантной при всех t Е JR. 

Предположим, измеримое разбиение f,, множества Х имеет два свой­
ства: (i) оно является монотонно возрастающим, то есть f,, ~ str;, при t >О; 
(ii) его предел в будущем является разбиением на индивидуальные точки, 
то есть v~0st f,, = с. Тогда л~03-t f,, >,:= 1Г( { st}). Поток { st} является пото­
ком Колмогорова, если и только если его разбиение Пинскера тривиально, 
то есть 1Г({St}) = v. 
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